
Ãëàâà 1

Ñêðûòûå ìàðêîâñêèå ìîäåëè

� 1.1. Ìàðêîâñêèå öåïè è ïðîöåññû
Ìàðêîâñêàÿ öåïü çàäà¼òñÿ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé p0(x) è âåðî-

ÿòíîñòÿìè ïåðåõîäà T(x ′; x). T(x ′; x) � ýòî ðàñïðåäåëåíèå ñëåäóþùåãî ýëåìåíòà öåïè
â çàâèñèìîñòè îò ïðåäûäóùåãî; ðàñïðåäåëåíèå íà (t + 1)�ì øàãå ðàâíî

pt+1(x ′) =

∫
T(x ′; x)pt(x)dx.

Â äèñêðåòíîì ñëó÷àå T(x ′; x) � ýòî ìàòðèöà âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäîâ ìåæäó ñîñòîÿ-
íèÿìè p(x ′ = i|x = j).

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî äèñêðåòíûå çàäà÷è. Ñ ïîìîùüþ ìàðêîâñêîé ìî-
äåëè ìîæíî ìîäåëèðîâàòü ìàðêîâñêèé ïðîöåññ, ïðè ýòîì ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ìû
ìîæåì íàáëþäàòü êàêèå-òî ôóíêöèè îò ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà.

Ñêðûòûå ìàðêîâñêèå ìîäåëè ïðåäïîëàãàþò, ÷òî ìû íå ìîæåì îáû÷íî ïîëó÷èòü
ñàìè ñîñòîÿíèÿ, ò.å. ìû íå çíàåì, ñêîëüêî ýòèõ ñîñòîÿíèé è êàêèå ìåæäó íèìè ñâÿ-
çè, � ýòî âñ¼ íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû ìîäåëè.

Íàì èçâåñòíû ëèøü íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû y(t), êîòîðûå çàâèñÿò îò ñêðûòûõ
ïåðåìåííûõ x(t) (ñì. ðèñ. 1.1). Íàøà çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü
ñêðûòûå ïàðàìåòðû ïðîöåññà. Èíûìè ñëîâàìè, ïî èìåþùèìñÿ äàííûì y(t) íåîáõî-
äèìî ïîíÿòü, êàêîâû íàèáîëåå âåðîÿòíûå x(t) è íàèáîëåå âåðîÿòíàÿ ìîäåëü ýòîãî
ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà.

x(t − 1) x(t) x(t + 1) . . .. . .

y(t − 1) y(t) y(t + 1)

Ðèñ. 1.1. Äèñêðåòíûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ.

Ãëàâíîå ñâîéñòâî � ñëåäóþùåå ñîñòîÿíèå çàâèñèò òîëüêî îò ïðåäûäóùåãî è íå
çàâèñèò îò èñòîðèè. Ôîðìàëüíî ýòî çíà÷èò, ÷òî âåðîÿòíîñòü x(t) ïðè óñëîâèè âñåõ
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2 � 1.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

îñòàëüíûõ óñòàíîâëåííûõ çíà÷åíèé ðàâíà âåðîÿòíîñòè x(t) ïðè óñëîâèè òîëüêî ïðåäû-
äóùåãî çíà÷åíèÿ:

p(x(t) = xj|x(t − 1) = xjt−1
, . . . , x(1) = xj1) = p(x(t) = xj|x(t − 1) = xjt−1

).

Áîëåå òîãî, âåðîÿòíîñòè aij = p(x(t) = xj|x(t − 1) = xi) åù¼ è îò âðåìåíè t íå
çàâèñÿò. Ýòè âåðîÿòíîñòè ñîñòàâëÿþò ìàòðèöó ïåðåõîäà A = (aij).

Äëÿ âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà aij âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå åñòåñòâåííûå ñâîéñòâà:
� aij ≥ 0;
� ∑

j aij = 1 (åñëè ìû íà÷í¼ì â ñîñòîÿíèè i, òî êóäà-íèáóäü ìû òî÷íî ïîïàä¼ì).

� 1.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ïðÿìàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè òîãî, ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ âûïàäåò

òà èëè èíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé Q = qi1 . . . qik . Åñëè Q � ýòî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ñîñòîÿíèé ìàðêîâñêîé öåïè, òî îòûñêàíèå å¼ âåðîÿòíîñòè íå ñîñòàâëÿåò
íèêàêîãî òðóäà:

p(Q|ìîäåëü) = p(qi1)p(qi2 |qi1) . . . p(qik |qik−1
).

Íî ðåàëüíûå çàäà÷è ãîðàçäî ñëîæíåå. Ñëîæíîñòü â òîì, ÷òî íèêòî íàì íå ñêàæåò,
÷òî ìîäåëü äîëæíà áûòü èìåííî òàêîé. Ìû îáû÷íî íàáëþäàåì íå x(t), ò.å. ðåàëüíûå
ñîñòîÿíèÿ ìîäåëè, à y(t), ò.å. íåêîòîðóþ ôóíêöèþ îò íèõ (äàííûå).

Äàâàéòå ïðèâåä¼ì ïðèìåð.

Ï ð è ì å ð 1.1. Ïîäáðàñûâàíèå ìîíåòêè.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êòî-òî áðîñàåò ìîíåòêó è ñîîáùàåò íàì ðåçóëüòàòû � ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü îðëîâ è ðåøåê. Íî ïðè ýòîì ïîäáðàñûâàíèå ìîíåòêè ïðîèñõîäèò ãäå-òî òàì, â äðóãîé
êîìíàòå, ïîýòîìó ìû òîëüêî çíàåì, ÷òî åñòü îïðåäåë¼ííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áèòîâ.

Åñëè îí áðîñàåò îäíó ìîíåòêó, òî ìîäåëü áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. ðèñ. 1.2à).
Áóäåò äâà ñîñòîÿíèÿ: 0 (âûïàë îð¼ë) è 1 (âûïàëà ðåøêà). Ñ âåðîÿòíîñòüþ 1−p âûïàäàåò îð¼ë,
ñ âåðîÿòíîñòüþ p � ðåøêà. Ýòî îäíà ìîäåëü.
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à á
Ðèñ. 1.2. Âàðèàíòû ìîäåëåé: a � ìîäåëü ñ îäíîé ìîíåòêîé; á � ìîäåëü
ñ äâóìÿ ìîíåòêàìè.
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Íî ìû æå ìîæåì ïîäóìàòü, ÷òî ó íåãî äâå ìîíåòêè! Îí êèäàåò ìîíåòêó. Êîãäà ó íåãî
âûïàäàåò ðåøêà, îí ïåðåõîäèò íà äðóãóþ ìîíåòêó. Êîãäà ó íåãî âûïàäàåò îð¼ë íà äðóãîé
ìîíåòêå, îí âîçâðàùàåòñÿ ê ïîäáðàñûâàíèþ ïåðâîé ìîíåòêè. Â äàííîì ñëó÷àå óæå äâå âå-
ðîÿòíîñòè: p è q. Ìîäåëü óæå ñîâåðøåííî äðóãàÿ (ñì. ðèñ. 1.2á). Â íåé ïî-ïðåæíåìó äâà
ñîñòîÿíèÿ, íî ïàðàìåòðîâ áîëüøå. À åñëè òðè ìîíåòêè?..

Íàøà çàäà÷à â òîì ÷èñëå è â òîì, ÷òîáû ïîíÿòü, êàêàÿ èç ýòèõ ìîäåëåé ëó÷øå ñîîòâåò-
ñòâóåò èçâåñòíûì äàííûì.

Ðàññìîòðèì ôîðìóëèðîâêè òð¼õ îñíîâíûõ çàäà÷.
1. Íàéòè âåðîÿòíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàáëþäåíèé â äàííîé ìîäåëè. Íàïðè-

ìåð, äëÿ ìîäåëè ñ îäíîé ìîíåòêîé (ðèñ. 1.2à) íàéòè âåðîÿòíîñòü ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ÎÐÐÎÎ (Î � îð¼ë, Ð � ðåøêà).

2. Íàéòè ¾îïòèìàëüíóþ¿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîÿíèé ïðè óñëîâèè äàííîé ìî-
äåëè è äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàáëþäåíèé.

3. Íàéòè íàèáîëåå ïðàâäîïîäîáíóþ ìîäåëü (ïàðàìåòðû ìîäåëè). Íàïðèìåð, íàé-
òè ïàðàìåòðû p è q äëÿ ìîäåëè íà ðèñ. 1.2á.

� 1.3. Îáîçíà÷åíèÿ â ñêðûòûõ ìàðêîâñêèõ ìîäåëÿõ
Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñîñòîÿíèé è íàáëþäàåìûõ:
� X = {x1, . . . , xn} � ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé;
� V = {v1, . . . , vm} � àëôàâèò, èç êîòîðîãî ìû âûáèðàåì íàáëþäàåìûå y (ìíîæå-

ñòâî çíà÷åíèé y);
� qt � ñîñòîÿíèå âî âðåìÿ t, yt � íàáëþäàåìàÿ âî âðåìÿ t.
Äàííûå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç D = d1 . . . dT (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàáëþäàåìûõ,

di ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç V).
Äëÿ âåðîÿòíîñòåé è ðàñïðåäåëåíèé áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
� aij = p(qt+1 = xj|qt = xi) � âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà èç i â j;
� bj(k) = p(vk|xj) � âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü äàííûå vk â ñîñòîÿíèè j;
� íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå π = {πj}, πj = p(q1 = xj).
Ìîäåëü λ = (A,B, π) ñîñòîèò èç ìàòðèöû ïåðåõîäà A, ìàòðèöû íàáëþäàåìûõ B è

íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ π.
Íà ðèñ. 1.3 ïîêàçàíî, êàê ðàáîòàåò ñêðûòàÿ ìàðêîâñêàÿ ìîäåëü (Hidden Markov

Model, HMM). Òàêèì àëãîðèòìîì ìîæíî âûáðàòü ñëó÷àéíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà-
áëþäàåìûõ.

� 1.4. Çàäà÷è ôîðìàëüíî
Òåïåðü ìîæíî ôîðìàëèçîâàòü ïîñòàíîâêó çàäà÷.
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HMMEmulation(λ):
1. Âûáåðåì íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå x1 ïî ðàñïðåäåëåíèþ

π.
2. Äëÿ âñåõ t îò 1 äî T :

à) Âûáåðåì íàáëþäàåìóþ dt ïî ðàñïðåäåëåíèþ
bj(k) = p(vk|xj).

á) Âûáåðåì ñëåäóþùåå ñîñòîÿíèå ïî ðàñïðåäåëåíèþ
aij = p(qt+1 = xj|qt = xi).

Ðèñ. 1.3. Àëãîðèòì ýìóëÿöèè ñêðûòîé ìàðêîâñêîé ìîäåëè.

� Ïåðâàÿ çàäà÷à: ïî äàííîé ìîäåëè λ = (A,B, π) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè D íàéòè
p(D|λ). Ôàêòè÷åñêè, ýòî íóæíî äëÿ òîãî, ÷òîáû îöåíèòü, íàñêîëüêî õîðîøî
ìîäåëü ïîäõîäèò ê äàííûì.

� Âòîðàÿ çàäà÷à: ïî äàííîé ìîäåëè λ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè D íàéòè ¾îïòè-
ìàëüíóþ¿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîÿíèé Q = q1 . . . qT . Êàê è ðàíüøå, áóäåò
äâà ðåøåíèÿ: ¾ïîáèòîâîå¿ è îáùåå.

� Òðåòüÿ çàäà÷à: îïòèìèçèðîâàòü ïàðàìåòðû ìîäåëè λ = (A,B, π) òàê, ÷òîáû
ìàêñèìèçèðîâàòü p(D|λ) ïðè äàííîì D (íàéòè ìîäåëü ìàêñèìàëüíîãî ïðàâ-
äîïîäîáèÿ). Ýòà çàäà÷à � ãëàâíàÿ, â íåé è çàêëþ÷àåòñÿ îáó÷åíèå ñêðûòûõ
ìàðêîâñêèõ ìîäåëåé.

Ïåðåéä¼ì ê ðàññìîòðåíèþ ðåøåíèé ýòèõ çàäà÷.

� 1.5. Ïåðâàÿ çàäà÷à
Ôîðìàëüíî, ïåðâàÿ çàäà÷à âûãëÿäèò òàê. Òðåáóåòñÿ íàéòè âåðîÿòíîñòü äàííûõ D

ïðè óñëîâèè ìîäåëè λ. Êðîìå ÿâíûõ ïåðåìåííûõ D ó íàñ åñòü åù¼ ñêðûòûå ïåðåìåí-
íûå Q. Äàâàéòå ñäåëàåì èõ ÿâíûìè. Äëÿ ýòîãî íàì ïðèä¼òñÿ ïî íèì ïðîñóììèðîâàòü

p(D|λ) =
∑

Q

p(D|Q, λ)p(Q|λ).

Âåðîÿòíîñòü p(Q|λ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Q = q1 . . . qT ïðè óñëîâèè λ � ýòî âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî ìû âûáåðåì ïåðâûé ýëåìåíò, à ïîòîì áóäåì ïåðåõîäèòü îò ïåðâîãî
êî âòîðîìó è ò.ä. ×òîáû ïîäñ÷èòàòü âåðîÿòíîñòü D ïðè óñëîâèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Q, ìû íà êàæäîì øàãå âû÷èñëÿåì âåðîÿòíîñòè ïîëó÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ äàííûõ.
Êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � ýòî îòäåëüíîå ñîáûòèå. Îíè íå ïåðåñåêàþòñÿ, ïîýòîìó
ìû ïðîñòî áåð¼ì ñóììó ïî âñåì ýòèì ñîáûòèÿì:

p(D|λ) =
∑

Q

p(D|Q, λ)p(Q|λ) =
∑

q1,...,qT

bq1
(d1) . . . bqT

(dT )πq1
aq1q2

. . . aqT−1qT
.
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DynamicHMMObservationSequenceProbability(λ,D):
1. Èíèöèàëèçèðîâàòü α1(i) = πibi(d1).
2. Øàã èíäóêöèè:

αt+1(j) =

[
n∑

i=1

αt(i)aij

]
bj(dt+1).

3. Ïîñëå òîãî êàê äîéä¼ì äî øàãà T , ïîäñ÷èòàåì èñêîìóþ âåðîÿòíîñòü:

p(D|λ) =

n∑

i=1

αT (i).

Ðèñ. 1.4. Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà-
áëþäåíèé â äàííîé ìîäåëè.

Ðåøåíèå íàïîìèíàåò íàì çàäà÷ó ìàðãèíàëèçàöèè. Åñòü ¾áîëüøàÿ¿ ôóíêöèÿ, êîòî-
ðàÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ¾áîëüøîãî¿ ïðîèçâåäåíèÿ, è òðåáóåòñÿ å¼ ïðîñóììèðîâàòü
ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ. Ìû âîñïîëüçóåìñÿ òàê íàçûâàåìîé forward�backward procedure,
ïî ñóòè � âû÷èñëåíèåì íà ðåø¼òêå, êàê â äåêîäèðîâàíèè. Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî âû-
÷èñëÿòü ïðîìåæóòî÷íûå âåëè÷èíû âèäà

αt(i) = p(d1 . . . dt, qt = xi|λ),

ò.å. èñêîìûå âåðîÿòíîñòè, íî åù¼ ñ ó÷¼òîì òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ. Âåëè÷èíà αt(i) ïî-
êàçûâàåò âåðîÿòíîñòü âñåõ èìåþùèõñÿ äàííûõ âïëîòü äî t è òîãî, ÷òî ìû ïðèøëè â
ñîñòîÿíèå xi íà øàãå t â äàííîé ìîäåëè.

Òîãäà èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü p(D|λ) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

p(D|λ) =

n∑

i=1

αT (i).

Âñïîìîãàòåëüíûå âåëè÷èíû αt(i) ìîæíî âû÷èñëÿòü ñ ïîìîùüþ äèíàìè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ñì. ðèñ. � 1.5). Ñíà÷àëà èíèöèàëèçèðóåì α1(i) ïðîèçâåäåíèåì
íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ πi è âåðîÿòíîñòè ïîëó÷èòü d1. Çàòåì âûïîëíÿåì øàã èí-
äóêöèè. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ αt+1(j) íåîáõîäèìî ïîäñ÷èòàòü ñóììó ïî âñåì ïðåäûäóùèì
ñîñòîÿíèÿì âåðîÿòíîñòåé äîñòè÷ü ýòîãî ñîñòîÿíèÿ è ïåðåéòè â ñîñòîÿíèå j, ïîñëå ÷å-
ãî óìíîæèòü ýòó ñóììó íà âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü â j-ì ñîñòîÿíèè íîâîå äàííîå dt+1.
Ïîñëå òîãî êàê äîéä¼ì äî øàãà T , ïðîñóììèðóåì è íàéä¼ì âåëè÷èíó p(D|λ).

Ôàêòè÷åñêè, ýòî òîëüêî ïðÿìîé ïðîõîä, îáðàòíûé íàì çäåñü íå ïîíàäîáèëñÿ. Îá-
ðàòíûé ïðîõîä âû÷èñëÿë áû óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè βt(i) = p(dt+1 . . . dT |qt = xi, λ) �
âåðîÿòíîñòè ïîëó÷åíèÿ öåïî÷êè dt+1 . . . dT , íà÷èíàÿ èç ñîñòîÿíèÿ i íà øàãå t. Èõ
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ìîæíî âû÷èñëèòü, ïðîèíèöèàëèçèðîâàâ βT (i) = 1, à çàòåì ïî èíäóêöèè:

βt(i) =

n∑

j=1

aijbj(dt+1)βt+1(j).

Ýòî íàì ïðèãîäèòñÿ ÷óòü ïîçæå, ïðè ðåøåíèè âòîðîé è òðåòüåé çàäà÷è.

� 1.6. Âòîðàÿ çàäà÷à
Êàê ìû óæå óïîìèíàëè, âîçìîæíû äâà âàðèàíòà.
1. Ðåøàòü ¾ïîáèòîâî¿, îòâå÷àÿ íà âîïðîñ, êàêîâî íàèáîëåå âåðîÿòíîå ñîñòîÿíèå

âî âðåìÿ j.
2. Ðåøàòü çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ íàèáîëåå âåðîÿòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîñòîÿ-

íèé.
Ýòè âàðèàíòû ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷àþòñÿ. Åñëè âçÿòü íàèáîëåå
âåðîÿòíûå ñîñòîÿíèÿ âî âðåìÿ j è ñîñòàâèòü èç íèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî ìîæåì
ïîëó÷èòü íåêîððåêòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ñîäåðæèò ïåðåõîä, âåðîÿòíîñòü êîòîðî-
ãî ðàâíà 0).

Ïðèâåä¼ì ïîáèòîâîå ðåøåíèå çàäà÷è. Äëÿ ýòîãî íàì ïîòðåáóþòñÿ âñïîìîãàòåëü-
íûå ïåðåìåííûå

γt(i) = p(qt = xi|D, λ).

γt(i) � ýòî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ìû ïðèä¼ì íà t-ì øàãå â i-å ñîñòîÿíèå ïðè óñëîâèè
èìåþùèõñÿ äàííûõ è çàäàííîé ìîäåëè. Íàøà çàäà÷à � íàéòè

qt = argmax1≤i≤nγt(i), 1 ≤ t ≤ T.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèÿ qt, êîòîðîå ìàêñèìèçèðóåò γt(i), ïðèìåíÿåòñÿ âàðèàíò
min-sum àëãîðèòìà.

Âûðàæàåì γt(i) ÷åðåç α è β:

γt(i) =
αt(i)βt(i)

p(D|λ)
=

αt(i)βt(i)∑n
i=1 αt(i)βt(i)

.

Íà çíàìåíàòåëü ìîæíî íå îáðàùàòü âíèìàíèÿ, ïîñêîëüêó íàì íóæåí argmax.
×òîáû îòâåòèòü íà âîïðîñ î íàèáîëåå âåðîÿòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ìû áóäåì

èñïîëüçîâàòü óæå çíàêîìûé àëãîðèòì Âèòåðáè, òî åñòü, ïî ñóòè, òî æå ñàìîå äèíà-
ìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå.

Òåïåðü íàì ïîíàäîáÿòñÿ íîâûå âñïîìîãàòåëüíûå ïåðåìåííûå
δt(i) = max

q1,...,qt−1

p (q1q2 . . . qt = xi, d1d2 . . . dt|λ) .

δt(i) � ìàêñèìàëüíàÿ âåðîÿòíîñòü äîñòè÷ü ñîñòîÿíèÿ xi íà øàãå t ñðåäè âñåõ ïóòåé ñ
çàäàííûìè íàáëþäàåìûìè.
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DynamicHMMOptimalStateSequence(λ,D):
1. Èíèöèàëèçèðîâàòü δ1(i) = πibi(d1), ψ1(i) = [ ].
2. Øàã èíäóêöèè:

δt(j) = max
1≤i≤n

[δt−1(i)aij] bj(dt),

ψt(j) = argmax1≤i≤n [δt−1(i)aij] .

3. Ïîñëå øàãà T âû÷èñëèòü:
p∗ = max

1≤i≤n
δT (i), q∗T = argmax1≤i≤nδT (i).

4. Âû÷èñëèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü: q∗t = ψt+1(q
∗
t+1).

Ðèñ. 1.5. Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ íàèáîëåå âåðîÿòíîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ñîñòîÿíèé.

Ïî èíäóêöèè ïîëó÷àåì

δt+1(j) =
[
max

i
δt(i)aij

]
bj(dt+1).

Êðîìå òîãî, ïîòðåáóåòñÿ çàïîìèíàòü àðãóìåíòû, à íå òîëüêî çíà÷åíèÿ; äëÿ ýòîãî
áóäåò ìàññèâ ψt(j).

Íà ðèñ. � 1.6 ïðèâåä¼í àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è îòíîñèòåëüíî ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè. Ñíà÷àëà ïðîèíèöèàëèçèðóåì δ1(i) íà÷àëüíûìè âåðîÿòíîñòÿìè, à ψ1(i) � ïóñòûì
ìàññèâîì. Çàòåì ïî èíäóêöèè âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ δt(j) è àðãóìåíòû ψt(j), íà êîòî-
ðûõ äîñòèãàþòñÿ ìàêñèìóìû. Êîãäà ìû äîéä¼ì äî øàãà T , ïîäñ÷èòàåì p∗ (îíî íàì
íå ïîíàäîáèòñÿ) è q∗T . Ïîñëå ýòîãî, âîçâðàùàÿñü îáðàòíî ïî ìàññèâó ψ, áóäåì ñ÷èòàòü
àðãóìåíòû.

� 1.7. Òðåòüÿ çàäà÷à
Çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè aij, bj(k), πi ïðè óñëîâèè èìåþ-

ùèõñÿ äàííûõ.
Îòìåòèì, ÷òî àíàëèòè÷åñêè íàéòè ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì p(D|λ) ó íàñ íèêàê íå

ïîëó÷èòñÿ. Çàòî ìû ðàññìîòðèì èòåðàòèâíóþ ïðîöåäóðó (ïî ñóòè � ãðàäèåíòíûé
ïîäú¼ì), êîòîðàÿ ïðèâåä¼ò ê ëîêàëüíîìó ìàêñèìóìó ýòîé ôóíêöèè. Ó ôóíêöèè ìî-
æåò áûòü íåñêîëüêî ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ, ïîýòîìó íà ïðàêòèêå ýòîò àëãîðèòì
ñëåäóåò çàïóñêàòü íåñêîëüêî ðàç, ÷òîáû îí ïîïàäàë â ðàçíûå ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà
è ìîã áû ïðèâåñòè ê ðàçíûì ìàêñèìóìàì. Àëãîðèòì, êîòîðûé ìû áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü, íàçûâàåòñÿ àëãîðèòìîì Áàóìà�Âåëõà (Baum�Welch algorithm). Îí ÿâëÿåòñÿ íà
ñàìîì äåëå ÷àñòíûì ñëó÷àåì àëãîðèòìà EM. Ïðè íàëè÷èè íåêîòîðîé ìîäåëè ñ íåêî-
òîðûìè ïàðàìåòðàìè ñîãëàñíî àëãîðèòìó EM (Estimation�Maximization algorithm)
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ìû ñíà÷àëà ñ÷èòàåì îæèäàíèå äàííûõ ïðè óñëîâèè ýòîé ìîäåëè, ïîòîì ïîïðàâëÿåì
ìîäåëü ïðè óñëîâèè èìåþùèõñÿ äàííûõ. Â õîäå òàêîãî èòåðàòèâíîãî ïðîöåññà ìû
ïðèõîäèì ê íàèëó÷øåé ìîäåëè.

Òåïåðü íàøèìè âñïîìîãàòåëüíûìè ïåðåìåííûìè áóäóò âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ìû
âî âðåìÿ t â ñîñòîÿíèè xi, à âî âðåìÿ t + 1 � â ñîñòîÿíèè xj:

ξt(i, j) = p(qt = xi, qt+1 = xj|D, λ).

Âûðàæåíèå äëÿ ξt(i, j) ìîæíî ïåðåïèñàòü ÷åðåç óæå çíàêîìûå ïåðåìåííûå:

ξt(i, j) =
αt(i)aijbj(dt+1)βt+1(j)

p(D|λ)
=

αt(i)aijbj(dt+1)βt+1(j)∑
i

∑
j αt(i)aijbj(dt+1)βt+1(j)

.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî γt(i) =
∑

j ξt(i, j).∑
t γt(i) � ýòî îæèäàåìîå êîëè÷åñòâî ïåðåõîäîâ èç ñîñòîÿíèÿ xi, à

∑
t ξt(i, j) � èç

xi â xj. Òåïåðü íà øàãå M ìû áóäåì ïåðåîöåíèâàòü âåðîÿòíîñòè:
�πi = îæèäàåìàÿ ÷àñòîòà ïîÿâëåíèÿ xi íà øàãå 1 = γ1(i),

�aij =
êîëè÷åñòâî ïåðåõîäîâ èç xi â xj

êîëè÷åñòâî ïåðåõîäîâ èç xi

=

∑
t ξt(i, j)∑
t γt(i)

.

�bi(k) =
êîëè÷åñòâî ïîÿâëåíèé â xi è íàáëþäåíèé vk

êîëè÷åñòâî ïîÿâëåíèé â xi

=

∑
t:dt=vk

γt(i)∑
t γt(i)

.

EM-àëãîðèòì ïðèâåä¼ò ê öåëè: íà÷èíàåì ñ êàêîé-òî ìîäåëè λ = (A,B, π), âû÷èñ-
ëÿåì âñïîìîãàòåëüíûå ïåðåìåííûå, ïîäñ÷èòûâàåì �λ = (�A, �B, �π), ñíîâà ïåðåñ÷èòûâàåì
ïàðàìåòðû è ò.ä.

� 1.8. Îáîñíîâàíèå àëãîðèòìà Áàóìà�Âåëõà
Ðàññòîÿíèå Êóëüáàêà�Ëåéáëåðà (Kullback�Leibler distance, divergence) � ýòî

èíôîðìàöèîííî-òåîðåòè÷åñêàÿ ìåðà òîãî, íàñêîëüêî äàëåêè ðàñïðåäåëåíèÿ äðóã îò
äðóãà:

DKL(p1, p2) =
∑

x

p1(x) log
p1(x)

p2(x)
.

Èçâåñòíî, ÷òî ýòî ðàññòîÿíèå âñåãäà íåîòðèöàòåëüíî, ðàâíî íóëþ òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà p1 è p2 ñîâïàäàþò â êàæäîé òî÷êå: p1 ≡ p2.

Îïðåäåëèì ðàñïðåäåëåíèÿ p1 è p2 íà ìíîæåñòâàõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñîñòîÿíèé
äëÿ ìîäåëåé λ è λ ′ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

p1(Q) =
p(Q, D|λ)

p(D|λ)
, p2(Q) =

p(Q,D|λ ′)
p(D|λ ′)

.
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Òîãäà ðàññòîÿíèå Êóëüáàêà�Ëåéáëåðà äëÿ ðàñïðåäåëåíèé p1 è p2:

0 ≤ DLK(λ, λ ′) =
∑

Q

p1(Q) log
p1(Q)

p2(Q)
=

∑

Q

p(Q,D|λ)

p(D|λ)
log

p(Q,D|λ)p(D|λ ′)
p(Q,D|λ ′)p(D|λ)

=

= log
p(D|λ ′)
p(D|λ)

+
∑

Q

p(Q,D|λ)

p(D|λ)
log

p(Q,D|λ)

p(Q,D|λ ′)
.

Ââåä¼ì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ
Q(λ, λ ′) =

∑

Q

p(Q|D, λ) log p(Q|D, λ ′).

Òîãäà èç íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî
Q(λ, λ ′) −Q(λ, λ)

p(D|λ)
≤ log

p(D|λ ′)
p(D|λ)

.

Åñëè Q(λ, λ ′) > Q(λ, λ), òî 0 ≤ log p(D|λ ′)
p(D|λ)

, ñëåäîâàòåëüíî p(D|λ ′) > p(D|λ). Çíà÷èò,
åñëè ìû ìàêñèìèçèðóåì Q(λ, λ ′) ïî λ ′, ìû òåì ñàìûì áóäåì äâèãàòüñÿ â íóæíóþ
ñòîðîíó.

Èòàê, òðåáóåòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü Q(λ, λ ′) ïî λ ′. Ïåðåïèøåì:

Q(λ, λ ′) =
∑

Q

p(Q|D, λ) log p(Q|D, λ ′) =
∑

Q

p(Q|D, λ) log πq1

∏
t

aqt−1qtbqt(dt) =

=
∑

Q

p(Q|D, λ) log πq1
+

∑

Q

p(Q|D, λ)
∑

t

log aqt−1qt +
∑

Q

p(Q|D, λ)
∑

t

log bqt(dt).

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ëåãêî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ïî aij, bi(k) è πi, äîáàâèòü
ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà è ðåøèòü. Ïîêàæåì, ÷òî ïîëó÷èòñÿ èìåííî
ïåðåñ÷¼ò ïî àëãîðèòìó Áàóìà�Âåëõà.

Ïîñêîëüêó ïàðàìåòðû πi, aij è bi(k), ïî êîòîðûì âûïîëíÿåòñÿ îïòèìèçàöèÿ, íåçà-
âèñèìî âõîäÿò â êàæäîå èç òð¼õ ñëàãàåìûõ âûðàæåíèÿ äëÿ Q(λ, λ ′), ìîæíî îïòèìè-
çèðîâàòü êàæäîå èç ýòèõ ñëàãàåìûõ ïî-îòäåëüíîñòè.

Ðàññìîòðèì ïåðâîå ñëàãàåìîå:
∑

Q

p(Q|D, λ) log πq1
=

n∑

i=1

p(q1 = xi|D, λ) log πi.

Äîáàâëÿÿ ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà µ è èñïîëüçóÿ îãðàíè÷åíèå ∑
i πi = 1, çàïèøåì

âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé è ïðèðàâíÿåì åãî ê íóëþ:
∂

∂πi

( n∑

i=1

p(q1 = xi|D, λ) log πi + µ
( n∑

i=1

πi − 1
))

= 0.
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Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ýòî âûðàæåíèå ïî πi, ïðîñóììèðîâàâ ïî i ñ èñïîëüçîâàíèåì
ðàâåíñòâà ∑

i πi = 1 äëÿ îòûñêàíèÿ µ è ðåøèâ îòíîñèòåëüíî πi, ïîëó÷àåì

πi =
p(q1 = xi|D, λ)

p(D|λ)
.

Ïåðåïèøåì âòîðîå ñëàãàåìîå ñóììû Q(λ, λ ′):
∑

Q

p(Q|D, λ)
∑

t

log aqt−1qt =

n∑

i=1

n∑

j=1

∑
t

p(qt = xi, qt+1 = xj|D, λ) log aij.

Ââîäÿ ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà è ïðèìåíÿÿ îãðàíè÷åíèå ∑n
j=1 aij = 1, ïîëó÷àåì

aij =

∑
t p(qt = xi, qt+1 = xj|D, λ)∑

t p(qt = xi|D, λ)
=

∑
t ξt(i, j)∑
t γt(i)

.

Íàêîíåö, òðåòüå ñëàãàåìîå ñóììû Q(λ, λ ′) çàïèøåì â âèäå
∑

Q

p(Q|D, λ)
∑

t

log bqt(dt) =

n∑

i=1

∑
t

p(qt = xi|D, λ) log bi(dt).

Ñíîâà ïðèìåíÿåì ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà ñ îãðàíè÷åíèåì ∑
j bi(j) = 1. Çàìå-

òèì, ÷òî òîëüêî íàáëþäàåìûå dt, ðàâíûå vk, âíîñÿò âêëàä â ðåçóëüòèðóþùåå çíà÷åíèå
äëÿ âåðîÿòíîñòè:

bi(k) =

∑
t:dt=vk

p(qt = xi|D, λ)∑
t p(qt = xi|D, λ)

=

∑
t:dt=vk

γt(i)∑
t γt(i)

.

� 1.9. Óïðàæíåíèÿ è çàäà÷è
1. Ðåàëèçîâàòü ñèñòåìó îáó÷åíèÿ ñêðûòûõ ìàðêîâñêèõ ìîäåëåé, êîòîðàÿ óìåëà

áû ðåøàòü âñå òðè âûøåîïèñàííûå çàäà÷è.


