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Лекция 1 (3 сентября 2002 года).

НАПОМИНАНИЕ ОБЩИХ ФАКТОВ

1.) Метрическое пространство.

Определение. Пара 
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 - неотрицательная функция, определённая 
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называется метрическим пространством, если: а) 
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Замечание. В таком пространстве нет линейной структуры.

2.) Нормированные пространства.

Определение. Пусть Х – множество с линейной структурой, т.е. 
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определено 
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. Т.е. на пространстве задана линейная структура. + 8 аксиом линейного пространства: а) 
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 д) для 
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Х с линейной структурой называется нормированным пространством, если 
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 - неотрицательная, вещественная функция, которая отвечает условиям:
а) 
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. Также оно называется ЛНП (линейное нормированное пространство).

Замечание. Всякое ЛНП Х можно рассматривать как метрическое, если задать: 
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выполняется аксиома треугольника, симметричность очевидна.

Определение. Последовательность 
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 в метрическом пространстве 
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 называется фундаментальной, если 
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Определение. 
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 называется полным, если любая фундаментальная последовательность 
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 в Х имеет предел, 
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Определение. 
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 называется сепарабельным, если в Х существует счётное всюду плотное множество.

Замечание. Понятие полноты сохраняется для ЛНП с 
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Определение. Полное ЛНП называется банаховым пространством.


Пример: 
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- эквивалентно неравенству Минковского (
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 - положим это определением нормы для 
[image: image43.wmf])

(

c

x

p

k

<

¥

=

.


Задача. 
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 полны и сепарабельны.


Задача. 
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 полное но несепарабельное.

Несепарабельность: существует несчётное число точек
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т.ч. попарное расстояние между ними 
[image: image47.wmf]1

³

. Берём шары радиуса ½. Их несчётное число. Нельзя поместить счётное множество. В качестве таких точек берём все последовательности из 0 и 1.

3.) Гильбертовы пространства.

Определение. Множество Н с линейной структурой над С называется предгильбертовым пространством, если 
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 определена комплекснозначная функция (х, у), называемая скалярным произведением, подчинённом следующим условиям: 1) 
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- линейность по 1ому аргументу и антилинейность по 2ому.
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Пример. 1) 
[image: image54.wmf])

2

,

(

2

=

=

p

l

l

H

p

: 
[image: image55.wmf](

)

å

¥

=

=

1

,

k

k

k

y

x

y

x

- ряд сходится по признаку сравнения: 


[image: image56.wmf]å

å

å

+

£

¥

=

2

2

1

k

k

k

k

k

y

x

y

x

.

2) 
[image: image57.wmf]),

,

(

2

b

a

L

H

=

где 
[image: image58.wmf](

)

R

b

a

Ì

,

, 
[image: image59.wmf]=

)

,

(

2

b

a

L

{f(x) – измерима, |f(x)|2 – интегрируема по Лебегу на 
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. Почему это скалярное произведение корректно определено, т. е. Почему 
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(если интеграл функции существует, то произведение измеримых функций измеримо).
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Предгильбертово пространство есть частный случай ЛНП, если в нём задать норму: 
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Упражнение. Доказать, что это норма.
Теорема. Если Н – предгильбертово пространство, то 1) 
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 определена 
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Доказательство.1)
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2) 
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извлекаем корень
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Определение. Предгильбертово пространство Н, являющееся полым в метрике 
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, называется гильбертовым пространством.
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