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Лекция 2 (10 сентября 2002 года).

Теорема. Предгильбертово пространство Н нормируемо: 
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Определение. Н – полное относительно нормы 
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называется гильбертовым.

Пример1: 
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- пространство квадратично суммируемых последовательностей 
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Упражнение. Доказать, что 
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 полно и сепарабельно.


Пример2: 
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- со скалярным произведением 
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Предположение. Справедливо равенство параллелограмма: 
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Доказательство. Прямая проверка.

Определение. х и у называются ортогональными, если 
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)

,

(

=

y

x

.


Определение. Если Н0 – линейное подпространство в Н, то линеал 
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 - ортогональное дополнение к Н0.

Лемма (Рисса). Пусть Н0 – подпространство в Н, Н0 
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Н. Пусть 
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 т.е. минимум достигается на единственном элементе х, т.е. можно опустить перпендикуляр (в произвольном банаховом пространстве нельзя этого сделать). 
Далее через Н всегда обозначим гильбертово пространство.
Доказательство. Существует по определению 
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. Покажем, что {xn} – фундаментальна. Имеем: 
[image: image15.wmf]à

®

-

+

£

+

-

-

+

=

=

-

+

-

-

+

-

=

-

-

-

=

-

.

0

4

2

2

)

(

2

1

4

2

2

2

2

2

)

(

)

(

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

d

d

d

x

x

z

d

d

z

x

x

x

z

z

x

z

x

z

x

x

x

m

n

m

n

m

n

m

n

m

n

равенство

рамма

параллелог

m

n

m

n

 
Фундаментальность доказана, т.к. Н0 полно, то 
[image: image16.wmf].
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 Т.е. х построен. Остаётся доказать единственность. Заметим, что 
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Если 
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, а это может быть только 0. В частности 
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Теорема. Пусть Н0 – подпространство в Н. Тогда 
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Доказательство. Сумма ортогональна по определению 
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Пусть 
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Упражнение. Доказать, что это представление единственно.
Доказательство. 
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т.к. 0 = 0 + 0, тогда x = y, u = v. 
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Пусть 
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, т.к. для конечномерных пространств нам всё известно. Пусть {fn} – ОНС – ортонормированная система в Н, т.е. 
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Пример: 1.) 
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2.) Многочлены Лежандра. 
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Доказательство. 
[image: image41.wmf]0
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. Нормировка легко считается: если n = m, то 
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3.) 
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Многочлены Лежандра: 
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Пусть {fn}w- ОНС в Н.

Теорема. Пусть 
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Доказательство. Заметим, что 
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Предположение. Справедливо неравенство Бесселя: 
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Доказательство. Вытекает из (1). Если 
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 , то переходим к пределу в неравенстве.


Теорема. Отрезок ряда Фурье 
[image: image56.wmf])
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 осуществляет наилучшее приближение элемента f линейными комбинациями {fn}n=1k.
Доказательство. Пусть 
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Достигаем минимума при ак = ск, т.е. при 
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Определение. Система {fn}n=1w называется замкнутой, если её конечные линейные комбинации плотны в Н (Т.е. для любого 
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 можно приблизить с произвольной точностью конечными линейными комбинациями этой системы).

Определение. Система {fn}n=1w называется полной, если равенства  
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(Т.е. нет ненулевого элемента, ортогонального всем fn).

Теорема. Следующие условия эквивалентны:

1.) 
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(Здесь 
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 - ОНС, но 1)(2) справедливо и для любых, не обязательно ортонормированных систем).

Доказательство. Будет на следующей лекции. 
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