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Лекция 6 (22 октября 2002 года).
Завершим доказательство применением леммы Цорна.


Лемма (Цорна). Если любая упорядоченная цепь множества М имеет верхнюю грань, то  в М существует максимальный элемент.

Предположим, что у нас есть цепочка упорядоченных элементов, то есть элемент, который сравним со всеми остальными и они ему подчинены.


Аксиома выбора. Если есть некоторая система множеств, то существует множество, состоящее ровно из элементов этих множеств.

Лемму Цорна мы принимаем на веру(, тогда завершаем доказательство: Есть функционалы 
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 - это частично упорядоченное множество. А именно, мы пару считаем «старшей», т.е. 
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 - есть верхняя грань этой цепи. Согласно лемме Цорна существует мах элемент 
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Замечание. Она сформулирована для банаховых пространств. 

Теорема справедлива для произвольных линейных векторных пространств (не обязательно нормированных и тем более банаховых). Можно требовать, что 
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 В этом случае формулировка такая:

Если Х0 – подпространство в Х и 
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 - линейный непрерывный функционал, заданный на подпространстве, то 
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 линейный непрерывный функционал 
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Доказательство этого остаётся аналогичным и в этом более общем случае.


Теорема (Хана-Банаха для нормированных линейных пространств). Пусть Х – ЛНП и Х0 – подпространство в Х. Пусть 
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 продолжение 
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Доказательство.

Шаг 1: Пусть сначала 
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 - вещественный функционал, а Х0 и Х рассматриваются, как вещественное нормированные пространства. 
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. Хотим сделать расширение на одну размерность. Полагаем: 
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 подберём r так, чтобы (1) 
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 Образуем: 
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 подмножества в R. 
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. Это конечно так, поскольку 
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 выполняется для этого r неравенство (1).

Шаг 2: Пусть Х – сепарабельно. Тогда 
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Строим 
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 плотно в Х, если Х сепарабельно. У нас непрерывный функционал, продолженный с сохранением нормы. Утверждается, что его можно продолжить на всё Х. 
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[image: image61.wmf],

,

x

x

X

x

k

n

®

$

Î

 тогда 
[image: image62.wmf](

)

(

)

¥

®

®

-

£

-

m

k

x

x

c

x

f

x

f

m

k

m

k

n

n

n

n

,

,

0

 т.е. 
[image: image63.wmf](

)

{

}

-

¥

=

1

n

n

k

x

f

 фундаментальна
[image: image64.wmf](

)

(

)

x

f

x

f

k

n

=

$

Þ

lim

. (от выбора фундаментальной последовательности не зависит). Имеет место сохранение нормы: имеем: 
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Шаг 3: Если Х – не сепарабельно, то лемма Цорна.

Шаг 4: Х, Х0 – комплексные пространства, 
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 где при 1 и при i стоят вещественные линейные непрерывные функционалы. 
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 вещественный функционал на Х0. Будем рассматривать Х0 и Х как вещественные пространства (с теми же элементами). Тогда 
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Утверждение. 
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  2) линейно непрерывный в поле С
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Доказательство. 1) 
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 т.к. было с сохранением нормы. 
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Теорема. Пусть L – ЛНП. Тогда 
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Доказательство. а) Если 
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Теорема. 
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Доказательство. 
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Определение. 
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