

Функциональный анализ. Решения задач 1-20

ВМиК МГУ, 4 курс, 3 поток, зимняя сессия

Задачи к зачету по функциональному анализу

[1]. А.Н. Колмогоров, С.В.Фомин. Элементы теории функций и функционального анализа.
[2]. А.А.Кириллов, А.Д.Гвишиани. Теоремы и задачи функционального анализа.

[3]. Б. Гелбаум, Дж. Олмстед. Контрпримеры в анализе.

Задача 1: Какова мощность множества всех непрерывных функций на 
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Ответ: Мощность континуума (c).

Указание: Рассмотреть множество Q[a;b] функций вида f:Q([a;b](R, т.е. определенных на рациональных точках. Card Q[a;b] = c. Поскольку всякая непрерывная функция однозначно восстанавливается по значениям в рациональных точках, то мощность C[a;b] не больше чем с. То, что эта мощность не меньше чем с - очевидно.
Задача 2. Доказать, что подмножество 
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такое, что 
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– замкнутое в 
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Указание. Метрика в C[0;1] определяется как p(f,g)=max(f(x)-g(x)). Показать, что любая точка прикосновения лежит в M. От противного: любая функция g, достигающая значения C, не лежащего в [A;B], не является точкой прикосновения. 
Задача 3. Является ли множество M – непрерывных функций, удовлетворяющих условию 
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Ответ. Да.

Указание. Показать, что все точки M - внутренние. Т.е. для любой функции g из M построить окрестность, целиком лежащую в M. 

Задача 4. Доказать, что пространство m – ограниченных последовательностей с метрикой 
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является полным пространством.

Указание. Рассмотрим фундаментальную последовательность {xn} в пространстве m. При фиксированном i последовательность i-ых членов {(i(n), n(N} также фундаментальна ( сходится к некоторому (i (причем, для (( существует не зависящее от i число n0, такое что |(i(k)-(i(n)|<(). Последовательность x, составленная из чисел {(i} является пределом {xn}.

Задача 5. Пусть A – отображение пространства Rn в себя, задаваемое системой линейных уравнений 
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 или y = Ax+b.
В пространстве введена метрика двумя способами: 
а) 
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б) 
[image: image10.wmf](

)

r

x

y

x

y

i

i

i

m

,

=

-

=

å

1

, где x = (x1,…,xn), y = (y1,…,yn).

Доказать, что условие 
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 (для i=1,…,n) является необходимым и достаточным, чтобы отображение являлось сжатием.
Указание. См. [1], стр. 90. Достаточность доказывается простой оценкой величины ((Ax',Ax'') через ( и ((x',x''). Необходимость доказывается от противного: предполагая, что какое-то (i(1, получаем, что отображение А не является сжатием.
Задача 6. Доказать, что любое измеримое множество E на прямой с мерой |E|=p>0 содержит измеримое подмножество меры q, 0<q<p.

Решение. Построим искомое подмножество конструктивно. Поскольку E имеет конечную меру, оно лежит внутри некоторого отрезка [A;B]. Рассмотрим функцию f : [A;B]([0;p], определенную как f(x) = (([A;x](E) - пересение измеримых множеств измеримо. Очевидно, что функция f непрерывна, а на концах отрезка имеет значения соответственно 0 и p. По теореме о среднем значении, в некоторой точке y эта функция достигает значения q. В качестве искомого подмножества возьмем E1=[A;y](E - по определению f, ((E1)=q.

Задача 7. Пусть E – измеримое на сегменте 
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 и для любого интервала 
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 имеет место неравенство 
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. Доказать, что 
[image: image15.wmf]E

=

0

.

Указание. Пусть |E| = p ( 0. Поскольку A измеримо, то для любого (>0 найдется элементарное множество B, такое, что |A ( B| = |A+B| - |A(B| < (. Так как B представляется в виде суммы непересекающихся интервалов, то по условию |A(B|<(|B|. Таким образом, имеем для меры B цепочку неравенств |B|(|A+B|<(+(|B|. Таким образом, |B| = 0, а поскольку A ( B ( (A ( B), то |A|=0.
Задача 8.Пусть 
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 – измеримые подмножества сегмента 
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Решение. Из свойства аддитивности меры следует, что |A1(A2|=|A1|+|A2|+|A1(A2|. Но |A1(A2|(1 ( |A1(A2|>0.

Задача 9. Может ли открытое неограниченное множество иметь конечную меру?

Ответ. Да.

Указание. Построить неограниченное множество на прямой, состоящее из открытых интервалов вида (n,n+1/2n) , n(N. Его мера конечна и равна 1.

Задача 10. Пусть замкнутое множество имеет конечную меру. Может ли оно быть неограниченным?

Указание. Аналогично 9, но множество из замкнутых отрезков.

Задача 11. Доказать, что непрерывные функции на 
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 эквивалентны тогда и только когда, когда они равны.

Указание. Эквивалентные функции совпадают на всюду плотном в [0;1] множестве точек. Непрерывная функция однозначно определяется своими значениями на всюду плотном множестве.
Задача 12. Доказать, что непрерывные на измеримом множестве E  функции являются измеримыми.

Указание. Согласно теореме [1], стр. 235, измеримость действительной функции эквивалентна измеримости прообраза любого множества вида (-(; c). Но прообраз всякого открытого множества при непрерывном отображении является открытым (см. [1], стр. 107), а следовательно, измеримым множеством.
Задача 13. Доказать, что если 
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Указание. Поскольку f(x) непрерывна на сегменте [a;b], то она на нем измерима. Тогда на [a; b-(n] измеримы разностные отношения вида (n(x)=(f(x+(n)-f(x))/(n (где (n ( 0, можно взять (n=1/n). Таким образом, функция f'(x) измерима, так как является пределом сходящейся последовательность измеримых функций {(n(x)}.
Задача 14. Привести пример ограниченной, измеримой функции, не эквивалентной никакой функции, интегрируемой по Риману.

Ответ. Характеристическая функция fK Канторова совершенного множества K положительной меры. Множество точек разрыва имеет положительную меру ( функция fK не эквивалентна никакой функции, измеримой по Риману.

Задача 15. Привести пример неизмеримой функции. Доказать, что множество и его характеристическая функция измеримы, или не измеримы одновременно.

Ответ. Рассмотрим характеристическую функцию произвольного неизмеримого множества G.

Доказательство. Пусть для множества M(E построена характеристическая функция f.  Прообразом множества (-(; 0.5) является множество E\M, а его измеримость эквивалентна измеримости f.

Задача 16. Будет ли измерима функция 
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Ответ. Да, если f доопределить произвольными значениями на концах отрезка. Функция непрерывна на (0;1), следовательно измерима
Задача 17. Будет ли измерима функция 
[image: image27.wmf](

)

f

x

n

x

m

n

x

Q

x

Q

=

=

Î

Ï

ì

í

ï

î

ï

,

,

,

1

?

Ответ. Да. 
Решение. Рассмотрим произвольное борелевское множество B. Если B не содержит 1, то прообраз(B) ( Q\N ( имеет меру 0 ( измерим. Если B содержит 1, то прообраз(B) измерим, так как его дополнение имеет меру 0.

Задача 18. Пусть E – неизмеримое множество на интервале 
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 измеримой?

Ответ. Нет.

Решение. Рассмотрим борелевское множество B = (0;1). Прообраз(B) = E, т.е. неизмерим. 

Задача 19. Привести пример ограниченной функции, разрывной функции, разрывной в каждой точке отрезка 
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 интегрируемой по Лебегу. Будет ли эта функция интегрируемой по Риману?

Ответ. Функция Дирихле, характеристическая функция множества рациональных чисел. По Риману не интегрируема.

Задача 20. Привести пример функции интегрируемой по Лебегу на 
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, но неограниченной ни на каком отрезке 
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Ответ. Функция из задачи 17.

Указание. Функция почти всюду равна 1 ( интегрируема.
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