14. Материальная точка в центральном поле.
В классической механике задача двух тел (т.е. движение системы двух материальных точек) сводится к задаче о движении одной материальной точки  под действием так называемых центральных сил. Под центральными силами понимают силы, линия действия которых проходит через материальную точку и  некоторый неподвижный центр, а величина зависит только от расстояния между неподвижным центром и материальной точкой. Если силовое поле таких сил потенциальное, то потенциальная энергия материальной точки в этом поле также будет зависеть только от расстояния между точкой и центром. Поле с такими свойствами получило название  центрального поля. В случае потенциального поля сила, действующая на материальную точку, равна 
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Рассмотрим движение материальной точки А массы m,

в центральном поле с центром О,  действующем на точку силой   
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Поскольку центральная сила 
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 и радиус-вектор материальной точки 
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 лежат на одной прямой, момент силы относительно центра О равен нулю. А это значит, что момент импульса относительно центра системы остается неизменным.  Момент импульса 
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   и радиус-вектор 
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 взаимно перпендикулярны,  поэтому движение материальной точки происходит в одной плоскости. Для описания движения в плоскости удобно использовать  полярные координаты (, r с полюсом в центре О. Составим уравнения движения для материальной точки :
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Функция Лагранжа системы, состоящей из одной материальной точки, это разность кинетической и потенциальной энергий L = T – П. Запишем  выражение для кинетической энергии Т в полярных координатах (, r : 
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Потенциальная энергия в центральном поле П=П(r) зависит только от расстояния от центра О.  Функция Лагранжа будет иметь вид 
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подставив ее в уравнения движения, для координат q1=r и q2=( получим два уравнения движения :
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Из второго уравнения следует сохранение величины 
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,  физический смысл этого заключается в сохранении момента импульса 
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, величину 
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  называют также секториальной скоростью, поскольку она равна площади заметаемой радиус-вектором за единицу времени.  Первое уравнение можно преобразовать к дифференциальному уравнению двух переменных (, r. Для этого исключим время, используя константу 
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первая производная 
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вторая производная 
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после подстановки производных в первое уравнение движения получим 
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которое после преобразования будет иметь вид 


[image: image23.wmf]2

2

2

2

1

)

1

(

mC

r

F

r

r

r

d

d

-

=

+

j


решение данного дифференциального уравнения зависит от вида центральной силы 
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. Рассмотрим  частный  случай – движения под действием силы притяжения центра О, который представляет собой материальную точку  массы mo. Тогда действующая на материальную точку сила равна      
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Уравнение движения  примет вид
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или, обозначая 
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Решением  является уравнение конического сечения в каноническом виде
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где е и ( - константы, зависящие от начальных условий (расстояния от центра и скорости),  причем

если e<1 - это уравнение эллипса, 

если e=1 - это уравнение параболы, 

если e>1 - это уравнение гиперболы, 

мы получаем  три возможные траектории движения материальной точки.

Решение задачи о движении частицы в центральном поле можно получить другим способом, а именно с помощью законов сохранения – энергии и момента импульса. Поскольку в данной задаче момент импульса материальной точки относительно центра О сохраняется, используем  выражение для момента импульса
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для подстановки в выражение для энергии материальной точки 
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выразим  из уравнения энергии радиальную скорость, она равна
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далее выразим  из уравнения момента импульса угловую скорость движения материальной точки
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решая их совместно, исключаем время и получаем дифференциальное уравнение двух переменных (, r: 
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Преимуществом полученного уравнения является отсутствие второй производной в дифференциальном уравнении.

В случае, если материальная точка движется в гравитационном поле центра О, имеющего массу mo, ее потенциальная энергия равна
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). Подставим выражение для потенциальной энергии в полученное дифференциальное уравнение и после преобразований получим
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 после интегрирования 
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,  вводя обозначения  
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получаем 
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 и окончательно 

решение в виде
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