19. Системы со связями. Степени свободы. Обобщенные координаты.

В классической механике описать движение системы, состоящей из N материальных точек, означает найти координаты и скорости всех N частиц в заданный момент времени t. Положение в пространстве системы из N материальных точек определяется 3N  координатами. Это не обязательно декартовы координаты. 

Любая совокупность параметров q1, q2, ..., qr, достаточных для определения положения системы в пространстве, называется обобщенными координатами системы, а их производные - обобщенными скоростями. Их число r в общем случае не совпадает с числом координат материальных точек системы. Поскольку совокупность декартовых координат описывает положение системы и совокупность обобщенных координат описывает положение системы, то между совокупностями должны существовать соотношения вида




xi = xi(t; q1, q2, ..., qr)




yi = yi(t; q1, q2, ..., qr)




zi =  zi(t; q1, q2, ..., qr)

Движение системы может быть ограничено так, что перемещение частиц при заданных условиях не может быть каким угодно. В таком случае говорят, что на движение системы наложены связи. Аналитически связи выражаются равенствами, заключающими время, координаты и их производные.

Связи выражаемые аналитически уравнениями вида





 .     .          .








F(t; q1, q2, ..., qr; q1, q2, ..., qr) = 0,     

где q1, q2, ..., qr - обобщенные координаты, носят название кинематических. 

Если время не входит явно в уравнения связей, то такие связи называются склерономными (стационарными), в противном случае - реономными (нестационарными). 

Кинематические связи, уравнения которых не содержат обобщенных скоростей или путем интегрирования могут быть к такому виду приведены называют голономными или интегрируемыми, в противном случае - неголономными или неинтегрируемыми.

В случае голономных связей не все 3N координат частиц являются независимыми. Если у нас k уравнений связи, то имеется s=3N-k независимых координат. Это число получило название числа степеней свободы.

Например для однозначного определения положения твердого тела в пространстве достаточно задать положение каких-либо трех его точек, не лежащих на одной прямой. Т.к. у твердого тела расстояния между этими точками не изменяются при движении тела, то из 9 координат, характеризующих выбранные три точки, независимыми являются только шесть. Следовательно, твердое тело, на движение которого не наложены никакие ограничения (связи), является механической системой, имеющей шесть степеней свободы (s=6). 

Наличие связей уменьшает их число. 

Если тело имеет одну закрепленную точку, вокруг которой может вращаться, то у него три степени свободы (s=3).

Если тело может вращаться вокруг закрепленной оси, то у него одна степень свободы (s=1).

Если тело может вращаться вокруг закрепленной оси и при этом двигаться вдоль оси, имеет две степени свободы (s=2).

Степени свободы можно определить как число возможных независимых движений, т.е. возможных независимых изменений координат системы

              3 возможных движения по трем 



Закрепленная точка

              независимым направлениям 



3 возможных вращения по трем

              3 возможных вращения по трем 



независимым направлениям 

независимым направлениям 





итого 6 степеней свободы 



итого 3 степени свободы 



Тело закреплено на оси вращения 


Тело может двигаться вдоль  оси 

возможное только вращения вокруг 


вращения

одной оси





возможно только вращение вокруг итого 1 степень свободы 




одной оси

возможно движение вдоль оси

итого 2 степени свободы
