21. Уравнения Лагранжа. Обобщенные силы. 

Уравнение движения n точек  системы будет описываться уравнениями      





miai = Fi + Ri ,  i=1..n                      

где mi - масса i-й точки, ai - ее ускорение, Fi - равнодействующая активных сил, Ri - равнодействующая реакции связей.

Как будут выглядеть уравнения движения в обобщенных координатах ? Чтобы получить их, сначала перепишем их в виде общего уравнения динамики
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При этом работа, совершаемая силами на виртуальном перемещении точек системы, будет равна 
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Но по условию идеальности связей  
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  и уравнение динамики примет вид:
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Пусть система имеет k степеней свободы, тогда состояние системы будут определять k независимых обобщенных координат q1, q2, … qk. Вариации переменных xi, yi, zi будут  иметь вид:


[image: image6.wmf]å

¶

¶

=

k

q

q

j

j

j

δ

i

i

δ

r

r

r

r

 

[image: image7.wmf]å

¶

¶

=

k

q

q

j

j

j

δ

i

x

i

δx



[image: image8.wmf]å

¶

¶

=

k

q

q

j

j

j

δ

i

y

i

δy



[image: image9.wmf]å
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Подставляя выражения для вариаций в выражение для работы получим (i=1..n, j=1..k)
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выражение 
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 называется обобщенной силой.
Далее найдем выражение для векторов скоростей точек системы 
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 из которого следует, что
верны соотношения
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Покажем также, что   верно           
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Распишем выражение
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, с другой стороны

[image: image16.wmf]å

¶

¶

¶

+

¶

¶

¶

=

¶

¶

k

j

j

j

α

i

2

α

i

2

α

i

q

δ

q

q

q

q

&

r

r

r

r

r

r

t

dt

d


Сравнивая оба выражения видим, что ((() верно.

Теперь перейдем к использованию обобщенных координат в общем уравнении динамики
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выражение под знаком сумм преобразуем и используя ранее полученные выражения (()  и  ((() получим
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 Подставляя полученное выражение в общее уравнение динамики и учитывая, что  mivi2/2 =T есть кинетическая энергия системы, получим новое выражение для общего уравнения динамики
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 преобразуем к виду 
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и получаем уравнения Лагранжа, т.е. уравнения движения в независимых обобщенных координатах:
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  (j=1..k)

если активные силы консервативны, то их можно представить в виде 
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, где П – потенциальная энергия

Тогда вводя функцию Лагранжа 
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,  получаем уравнения Лагранжа в другом виде
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