22. Функция Лагранжа. Обобщенные импульсы. 

Функцией Лагранжа или лагранжианом называется функция
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где Т – кинетическая энергия системы, а П – потенциальная энергия системы. 

Каждая механическая система характеризуется определенным лагранжианом. Движение системы  описывается  уравнениями Лагранжа        
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  ,    (j=1..k) , k – число независимых обобщенных координат 

которые устанавливают связь между координатами, скоростями и ускорениями системы. 

Функция Лагранжа определена с точностью до прибавления к ней полной производной от любой функции координат и времени  f(q1,q2 …. qk,t). Тогда новая функция Лагранжа L(  будет равна:

[image: image3.wmf]f

L

f

dt

d

L

L

&

+

=

+

=

'

. Подставим ее в уравнения Лагранжа, часть с исходной функцией Лагранжа равна нулю, покажем, что вторая часть  равна нулю
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Из вида полной производной 
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следует, что 
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. Используя также равенство: 
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  получим, что выражение тождественно равно нулю, т.е. добавление полной производной функции координат и времени
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         не меняет уравнений Лагранжа.

Это  можно доказать другим способом, если воспользоваться принципом наименьшего действия. Согласно этому принципу интеграл
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называемый действием, имеет наименьшее значение. Математически это требование означает, что вариация действия должна равняться нулю 
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, откуда с помощью математических преобразований однозначно получаем уравнения Лагранжа. Подставляя в действие функцию L(, получим:
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Учитывая, что вариация от констант равна нулю 
[image: image12.wmf]S
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 т.е. вариация, а с ней и вид уравнений Лагранжа не меняются.

Если механическая система состоит из двух частей А и В, каждая из которых будучи замкнутой, характеризовалась бы функциями Лагранжа LA и LB, то в пределе при разведении этих частей настолько далеко, что их взаимодействием можно пренебречь, лагранжиан всей системы равен сумме L = LA + LB. 

Это свойство аддитивности лагранжиана устраняет неопределенность, связанную с возможностью умножения его на произвольную постоянную и сводит ее к естественному произволу в выборе единиц.

При движении системы ее обобщенные координаты и скорости в общем случае меняются со временем. Но существуют функции этих переменных и времени, называемые интегралами движения, которые остаются постоянными. С интегралами движения связаны законы сохранения. Для замкнутой системы материальных точек интегралами движения являются: полная энергия системы, полный импульс и полный момент импульса.

Производные от функции Лагранжа по обобщенным скоростям все равно, что производные от кинетической энергии по тем же переменным , т.к. потенциальная энергия зависит от координат, но не зависит от  скоростей. 

Производные от функции Лагранжа по обобщенным скоростям  называют обобщенными импульсами
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В декартовой системе координат обобщенные импульсы равны проекциям импульса.
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[image: image15.wmf]y
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[image: image16.wmf]z
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В полярной системе координат обобщенный импульс p(, соответствующий угловой скорости  равен моменту импульса.
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Видим, что компоненты обобщенного импульса могут иметь разный физический смысл. 
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