23. Уравнения Гамильтона. Канонические переменные .

Формулировка законов механики системы материальных точек с помощью функции Лагранжа предполагает описание этой системы путем задания ее обобщенных координат и скоростей. Такое описание не является единственным. Система может быть описана и с помощью обобщенных координат и импульсов. Уравнения движения в независимых переменных – обобщенных координатах и импульсах имеют вид
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  ,             i = 1,2, … s , где s – число степеней свободы
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            - обобщенные импульсы

и называются в силу их симметрии и простоты каноническими уравнениями Гамильтона, а переменные qi , pi , которыми описывается система каноническими переменными.

Функция Н = H(p, q, t) называется функцией Гамильтона или гамильтонианом и равна
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Уравнения Гамильтона эквивалентны уравнению Лагранжа. 
Переход от набора независимых переменных 
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  к другому набору независимых переменных
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можно совершить путем преобразования, известного под преобразованием Лежандра. Рассмотрим его.

Полный дифференциал функции Лагранжа как функции координат и скоростей равен
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Поскольку 
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являются обобщенными импульсами, а 
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 в силу уравнений Лагранжа, это выражение можно записать в виде
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Далее сделаем следующее преобразование 
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тогда



 
[image: image13.wmf]dp

i

i

i

q

q

i

i

i

p

d

q

d

i

i

i

p

dL

å

å

å

-

+

=

&

&

&

&

)

(


перенесем полный дифференциал в левую часть равенства, в результате получим 
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Выражение под знаком дифференциала - гамильтониан H = H(p, q, t) , его дифференциал равен
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Гамильтониан является интегралом движения и равен полной энергии системы.
H = T + П

Докажем это утверждение.

В случае консервативных сил потенциальная энергия П не зависит от скоростей
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и обобщенный импульс равен


[image: image17.wmf]q

i

T

q

i

L

i

p

&

&

¶

¶

=

¶

¶

=

 , 
где T – полная кинетическая энергия системы. 

Поскольку Т есть однородная квадратичная функция скоростей и согласно теореме Эйлера об однородных функциях
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и учитывая, что  функция Лагранжа равна L = T – П, 

получаем, что  функция Гамильтона равна полной энергии системы

H = 2T – (T-П) =T + П
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