26. Колебания в системах с одной степенью свободы.

Механической системой с одной степенью свободы называется система, положение которой в пространстве однозначно определяется заданием одной величины q, а ее движение под действием приложенных к ней сил – изменением этой одной величины с течением времени. Величина q – носит название обобщенной координаты. Ее физическая природа и размерность могут быть весьма разнообразными и выбор ее, в общем случае, произволен.

Примерами систем с одной степенью свободы являются: математический маятник, крутильный маятник, линейные колебания груза на пружине.
Простейшим колебательным движением системы с одной степенью свободы является гармоническое колебание, при котором обобщенная координата изменяется с течением времени по закону синуса или косинуса, например

q= A sin((t+()  
Дифференциальное уравнение колебаний механической системы можно составить различными способами. Можно использовать какие-либо общие законы динамики: 2-й закон Ньютона, сохранения энергии или момента количества движения. Применение их различно в каждом случае и требует размышлений по выбору наиболее подходящих для этого случае законов. Единство подхода при решении различных динамических задач обеспечивает использование уравнений  Лагранжа.
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Для консервативных систем обобщенная сила равна 
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и уравнение Лагранжа принимает вид 
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В случае малых колебаний вблизи положения устойчивого равновесия со значением параметра q=qo,  ее потенциальная энергия  П как функция q может быть разложена в ряд Тейлора вблизи точки устойчивого равновесия qo:
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В состоянии устойчивого равновесия потенциальная энергия  П(q) имеет  минимум. Это означает, что
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2

)

(

2

>

=

=

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

¶

¶

c

q

q

q

q

П

o

 , где с – положительная  константа
В случае малых колебаний  слагаемыми более 2-й степени можно пренебречь. В этом случае, отсчитывая потенциальную энергию П от ее минимального значения в положении равновесия, имеем
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,  где (q-qo)- смещение, Q – восстанавливающая сила.

Для получения уравнения движения возьмем qo за ноль. Тогда потенциальная энергия будет иметь вид
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кинетическая энергия в обобщенных координатах в случае одной переменной будет иметь  следующий вид 
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раскладывая А(q) в ряд вблизи положения равновесия  qo =0 получаем выражение для кинетической энергии
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оставляя члены не более 2-го порядка малости и обозначая A(0)=а>0 по условию положительности энергии получим
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Подставляя выражения для потенциальной и кинетической энергии в уравнение Лагранжа и используя 
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 получим
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или вводя обозначение k2=c/a 
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решением этого уравнения является гармоническое колебание q= A sin(kt+()  частоты k  

где
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Амплитуда колебаний А пропорциональна корню квадратному из полной энергии системы Е=Т+П.
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