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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ïåðâûå ïðèìåðû

15.1 Ââåäåíèå. Çàäà÷à Êîøè
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî
ïîðÿäêà

d u

d t
= f(t, u), t > 0, u(0) = u0. (15.1)

Èç êóðñà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èçâåñòíî, ÷òî äëÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè
çàäà÷è (15.1) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè t = 0 äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ôóíêöèÿ f(t, u)
áûëà íåïðåðûâíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè (0, u0) è óäîâëåòâîðÿëà óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî
âòîðîìó àðãóìåíòó. Èçâåñòíû ïðèìåðû, èëëþñòðèðóþùèå îòñóòñòâèå ðåøåíèÿ çàäà÷è
(15.1) èëè åãî íååäèíñòâåííîñòü ïðè íàðóøåíèè óêàçàííûõ óñëîâèé. Ìû âñåãäà áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (15.1) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Äëÿ äàëüíåéøåãî
íàì äàæå ïðèäåòñÿ ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èñêîìîå ðåøåíèå äîñòàòî÷íî ãëàäêîå.

15.2 Ïðèìåðû ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ
Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðîñòåéøèõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è (15.1). Äëÿ ýòîãî
ââåäåì íà ïîëóîñè t > 0 ðàâíîìåðíóþ ñåòêó, ò.å. ìíîæåñòâî òî÷åê (êîòîðûå íàçîâåì
óçëàìè)

ω = {tn = nτ, n = 0, 1, . . . ; τ > 0}
è áóäåì èñêàòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (15.1) â óçëàõ ω. Âåëè÷èíó τ áóäåì
íàçûâàòü øàãîì ñåòêè ω. Äîãîâîðèìñÿ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå â óçëå tn îáîçíà÷àòü
òîé æå áóêâîé, ÷òî è ðåøåíèå çàäà÷è (15.1), íî ñ èíäåêñîì n âíèçó: un. Òåì ñàìûì, ìû
îòêàçûâàåìñÿ îò ÷àñòî èñïîëüçóåìîãî îáîçíà÷åíèÿ u(tn) = un; òåïåðü u(tn) � çíà÷åíèå
òî÷íîãî ðåøåíèÿ â óçëå tn, à un � çíà÷åíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â ýòîì óçëå,
è, âîîáùå ãîâîðÿ, u(tn) 6= un. Íàîáîðîò, un − u(tn) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîãðåøíîñòü
÷èñëåííîãî ìåòîäà â óçëå tn, êîòîðóþ íàì ïðåäñòîèò îöåíèâàòü. Äàííîå ñîãëàøåíèå
íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì, îäíàêî îñòàíîâèìñÿ íà íåì.
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Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå (15.1) îò tn äî tn+1

u(tn+1)− u(tn) =

∫ tn+1

tn

f(t, u(t)) dt (15.2)

è çàìåíèì ïðèáëèæåííî èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ýòîé ôîðìóëû êàêîé-ëèáî êâàäðà-
òóðíîé ôîðìóëîé. Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ÷åòûðå òàêèõ ôîðìóëû.

Ïîñòðîåííàÿ â êóðñå "Ââåäåíèå â ÷èñëåííûå ìåòîäû"êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà ïðÿ-
ìîóãîëüíèêîâ ïðåäñòàâëÿåò èíòåãðàë ïðîèçâåäåíèåì äëèíû îòðåçêà èíòåãðèðîâàíèÿ
è çíà÷åíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè â ñåðåäèíå ýòîãî îòðåçêà

∫ b

a

ϕ(x) dx ≈ |b− a|ϕ
(

a + b

2

)
. (15.3)

Ýòà êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà òî÷íà íà ìíîãî÷ëåíàõ ïåðâîé ñòåïåíè, è ïðè ìàëûõ |b−a|
åå ïîãðåøíîñòü åñòü O(|b− a|3).

Íàðÿäó ñ ýòîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëîé, êîòîðóþ ìû âïðåäü áóäåì íàçûâàòü ôîð-
ìóëîé öåíòðàëüíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ìîæíî ââåñòè òàê íàçûâàåìûå ôîðìóëû ëåâûõ
è ïðàâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Ïåðâàÿ èç íèõ ñîñòîèò â ïðåäñòàâëåíèè èíòåãðàëà ïðî-
èçâåäåíèåì äëèíû îòðåçêà èíòåãðèðîâàíèÿ è çíà÷åíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè â
ëåâîì êîíöå îòðåçêà ∫ b

a

ϕ(x) dx ≈ |b− a|ϕ(a), (15.4)

à âòîðàÿ � ïðîèçâåäåíèåì äëèíû îòðåçêà èíòåãðèðîâàíèÿ è çíà÷åíèÿ ïîäûíòåãðàëü-
íîé ôóíêöèè â ïðàâîì êîíöå îòðåçêà

∫ b

a

ϕ(x) dx ≈ |b− a|ϕ(b). (15.5)

Îáå ýòè ôîðìóëû òî÷íû òîëüêî íà ìíîãî÷ëåíàõ íóëåâîé ñòåïåíè è èìåþò ïîãðåøíîñòü
O(|b− a|2).

à) Ìåòîä Ýéëåðà. Çàìåíèì èíòåãðàë â (15.2) ôîðìóëîé ëåâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ
(15.4). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî

u(tn+1)− u(tn) ≈ τf(tn, u(tn)). (15.6)

Îïðåäåëèì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (15.1) êàê òàêóþ ñåòî÷íóþ ôóíêöèþ, çà-
äàííóþ íà ω, êîòîðîå ïðåâðàùàåò ñîîòíîøåíèå (15.6) â ðàâåíñòâî. Ðàçäåëèâ ïîëó÷åí-
íîå ðàâåíñòâî íà τ , áóäåì èìåòü

un+1 − un

τ
= f(tn, un), n = 0, 1, . . . , u0 = u(0). (15.7)

Ñîîòíîøåíèå (15.7) ïîçâîëÿåò ðåêóððåíòíûì îáðàçîì íàéòè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå
âî âñåõ óçëàõ. ×èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è (15.1), ðåàëèçóåìûé ôîðìóëàìè
(15.7), íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì Ýéëåðà.
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á) Íåÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà. Çàìåíèì òåïåðü èíòåãðàë â (15.2) ôîðìóëîé ïðàâûõ
ïðÿìîóãîëüíèêîâ (15.5). Äëÿ îòûñêàíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ

un+1 − un

τ
= f(tn+1, un+1), n = 0, 1, . . . , u0 = u(0). (15.8)

Ñîîòíîøåíèÿ (15.8) êîðåííûì îáðàçîì îòëè÷àþòñÿ îò ñîîòíîøåíèé (15.7): äëÿ îòûñ-
êàíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ un+1 òåïåðü íóæíî ðåøàòü íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ

un+1 − τf(tn+1, un+1) = un.

Ìåòîä (15.8) íàçûâàåòñÿ íåÿâíûì ìåòîäîì Ýéëåðà. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîñòîòû âû-
÷èñëåíèé îí ñèëüíî óñòóïàåò îáû÷íîìó ìåòîäó Ýéëåðà (15.7). Êàê áóäåò ïîêàçàíî
ïîçæå, ïî òî÷íîñòè îáà ìåòîäà ñðàâíèìû. Åùå ïîçæå áóäåò óñòàíîâëåíà ñóùåñòâåííî
á�îëüøàÿ óñòîé÷èâîñòü ìåòîäà (15.8) ïî ñðàâíåíèþ ñ (15.7).

â) Ìåòîä Ðóíãå. Çàìåíèì èíòåãðàë â (15.2) ôîðìóëîé öåíòðàëüíûõ ïðÿìîóãîëü-
íèêîâ (15.3)

u(tn+1)− u(tn) ≈ τf(tn+1/2, u(tn+1/2)). (15.9)

Èñïîëüçîâàííûé íàìè ðàíåå ïðèåì ïîëó÷åíèÿ ÷èñëåííîãî ìåòîäà ïóòåì ïðåâðàùåíèÿ
ïðèáëèæåííîãî ðàâåíñòâà â òî÷íîå çà ñ÷åò çàìåíû u(tn) íà un çäåñü íàïðÿìóþ íå
ïðîõîäèò: â ïðèáëèæåííîì ðàâåíñòâå ôèãóðèðóåò çíà÷åíèå f ïðè u â òî÷êå tn+1/2, êî-
òîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ óçëîâîé. Åñëè æå ìû âñå æå âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì ïðèåìîì è ââåäåì
ïðîìåæóòî÷íîå çíà÷åíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â òî÷êå tn+1/2, òî íàì ïîòðåáóåòñÿ
äîïîëíèòåëüíîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â òî÷êå tn+1/2.
Îáîçíà÷èì ïðîìåæóòî÷íîå çíà÷åíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ÷åðåç un+1/2. Òîãäà èç
(15.9)

un+1 − un

τ
= f(tn+1/2, un+1/2), (15.10)

à äëÿ îòûñêàíèÿ un+1/2 íàïèøåì, íàïðèìåð, ñîîòíîøåíèå Ýéëåðà (15.7)

un+1/2 − un

τ/2
= f(tn, un). (15.11)

Èòàê, â ìåòîäå (15.10), (15.11) âû÷èñëåíèå íîâîãî ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèÿ èñ-
êîìîãî ðåøåíèÿ un+1 îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîýòàïíî. Ñíà÷àëà íàõîäèòñÿ ïðîìåæóòî÷íîå
çíà÷åíèå un+1/2 ïî ôîðìóëå (15.11), à çàòåì è ñàìî un+1 èç (15.10). Âû÷èñëåíèÿ ïî
îáåèì ôîðìóëàì ÿâíûå.Ìåòîä (15.10), (15.11) áûë ïðåäëîæåí íåìåöêèì ìàòåìàòèêîì
Ðóíãå è íîñèò åãî èìÿ. Áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî òî÷íîñòü ìåòîäà (15.10), (15.11) âûøå, ÷åì
òî÷íîñòü ìåòîäîâ (15.7) è (15.8); äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà âñå æå èñïîëüçîâàíà áîëåå
òî÷íàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà.

Çàìå÷àíèå 15.1. Â íåêîòîðûõ ó÷åáíèêàõ ïî ÷èñëåííûì ìåòîäàì ìåòîä (15.10),
(15.11) íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ïðåäèêòîð-êîððåêòîð (ïðåäñêàçûâàþùå êîððåêòèðóþùèì).
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ã) Ìåòîä òðàïåöèé. Íàêîíåö, çàìåíèì èíòåãðàë â (15.2) ôîðìóëîé òðàïåöèé. Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

un+1 − un

τ
=

f(tn, un) + f(tn+1, un+1)

2
, n = 0, 1, . . . , u0 = u(0). (15.12)

Êàê è â ñëó÷àå íåÿâíîãî ìåòîäà Ýéëåðà (15.8), ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà (15.12) òðåáóåò
ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

un+1 − τ

2
f(tn+1, un+1) = F (un).

Áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî òî÷íîñòü ìåòîäà (15.12) ñðàâíèìà ñ òî÷íîñòüþ ìåòîäà Ðóíãå
(15.10), (15.11), à ïî óñòîé÷èâîñòè îí çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäèò ïîñëåäíèé è â ýòîì
îòíîøåíèè áëèçîê ê íåÿâíîìó ìåòîäó Ýéëåðà (15.8). Ìåòîä (15.12) èíîãäà íàçûâàþò
ìåòîäîì òðàïåöèé.

15.3 Àïïðîêñèìàöèÿ.
Îïðåäåëåíèå 15.1. Ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ

zn = un − u(tn), n = 1, 2, . . .

íàçûâàåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ ðåøåíèÿ.
Çàìå÷àíèå 15.2. Ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ îïðåäåëåíà òîëüêî â óçëàõ îñíîâíîé ñåòêè
ω, íî íå â ïðîìåæóòî÷íûõ óçëàõ.

Âûâåäåì óðàâíåíèå, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ â ìåòîäå Ýé-
ëåðà (15.7). Ïîäñòàâèâ un = zn + u(tn) â (15.7), ïîëó÷èì

zn+1 − zn

τ
+

u(tn+1)− u(tn)

τ
= f(tn, u(tn) + zn). (15.13)

Ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ïóòåì ðàçëîæåíèÿ ïî ôîðìóëå Òåéëîðà

f(tn, u(tn) + zn) = f(tn, u(tn)) + zn
∂f

∂u
(tn, ũ),

ãäå
ũ = u(tn) + θzn, 0 < θ < 1.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàçëîæåíèå â (15.13) è ïðåîáðàçîâûâàÿ, íàéäåì, ÷òî
zn+1 − zn

τ
=

∂f

∂u
(tn, ũ)zn + ψn, (15.14)

ãäå
ψn = f(tn, u(tn))− u(tn+1)− u(tn)

τ
. (15.15)

Èñêîìîå óðàâíåíèå ïîëó÷åíî.
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Îïðåäåëåíèå 15.2. Ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ψn, çàäàâàåìàÿ ñîîòíîøåíèåì (15.15), íà-
çûâàåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ àïïðîêñèìàöèè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (15.1) óðàâ-
íåíèåì (15.7).

Çàìå÷àíèå 15.3. Ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçíîñòü ìåæ-
äó ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿìè óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùåãî ÷èñëåííûé ìåòîä, åñëè òóäà
âìåñòî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ïîäñòàâèòü òî÷íîå.

Îöåíèì ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ìåòîäà Ýéëåðà. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Òåéëîðà
è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå óðàâíåíèå (15.1), â ïðåäïîëîæåíèè íåïðåðûâíîñòè âòîðîé
ïðîèçâîäíîé u(t), èç (15.15) áóäåì èìåòü

ψn = f(tn, u(tn))− u(tn) + τu′(tn) + τ2

2
u′′(tn + θτ)− u(tn)

τ
=

= [f(tn, u(tn))− u′(tn)] +
τ

2
u′′(tn + θτ) = O(τ).

Òåì ñàìûì, ìåòîä Ýéëåðà èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè.

Óïðàæíåíèå 15.1. Èññëåäîâàòü ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè ìåòîäîâ (15.8) è
(15.12).

Óêàçàíèå. Äëÿ óïðîùåíèÿ âûêëàäîê ðàçëîæåíèå ïî ôîðìóëå Òåéëîðà â ìåòîäå
(15.8) âåñòè â òî÷êå tn+1, à â ìåòîäå (15.12) � â òî÷êå tn+1/2.
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� 16

Ìåòîäû Ðóíãå-Êóòòû

16.1 Îáùàÿ êîíöåïöèÿ
×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

du

dt
= f(t, u), t > 0, u(0) = u0 (16.1)

è ñèñòåì òàêèõ óðàâíåíèé, íàèáîëåå øèðîêî èñïîëüçóåìûå â âû÷èñëèòåëüíîé ïðàê-
òèêå, äåëÿòñÿ íà äâà áîëüøèõ êëàññà: ìíîãîøàãîâûå ìåòîäû è ìåòîäû òèïà Ðóíãå-
Êóòòû. Âñå ïðèâåäåííûå â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ÷èñëåííûå ìåòîäû îòíîñÿòñÿ ê ìåòîäàì
Ðóíãå-Êóòòû, õîòÿ íåêîòîðûå èç íèõ ìîãóò òðàêòîâàòüñÿ è êàê ìíîãîøàãîâûå (îäíî-
øàãîâûå).

Ñåé÷àñ ìû îïèøåì îáùóþ êîíöåïöèþ ìåòîäîâ Ðóíãå-Êóòòû. Äëÿ ýòîãî âíîâü
îáðàòèìñÿ ê èíòåãðàëüíîìó ñîîòíîøåíèþ (15.2), íà îñíîâå êîòîðîãî ìû ñòðîèëè èç-
ëîæåííûå âûøå ìåòîäû. Íî ïðåæäå ñäåëàåì îäíî äîïóùåíèå îòíîñèòåëüíî óðàâíåíèÿ
(16.1), êîòîðîå â äàëüíåéøåì ñóùåñòâåííî îáëåã÷èò íàì æèçíü. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü,
÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü f ýòîãî óðàâíåíèÿ íå çàâèñèò ÿâíûì îáðàçîì îò t, ò.å. f ≡ f(u) è,
ñëåäîâàòåëüíî,

du

dt
= f(u), t > 0, u(0) = u0. (16.1′)

Ñäåëàííîå äîïóùåíèå íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì, èáî âñå ÷èñëåííûå ìåòîäû, ïîñòðî-
åííûå äëÿ îäíîãî óðàâíåíèÿ, äîïóñêàþò î÷åâèäíîå ðàñïðîñòðàíåíèå íà ñëó÷àé ñè-
ñòåìû, ò.å., âîîáùå ãîâîðÿ, u ìîæíî ñ÷èòàòü âåêòîðîì. Åñëè æå f çàâèñèò ÿâíûì
îáðàçîì îò t, òî, îáîçíà÷èâ íàïðèìåð, t = u0(t) è îáúÿâèâ u0(t) íîâîé íåèçâåñòíîé,
óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ

u′0(t) = 1, u0(0) = 0,

ìû ñâåäåì çàäà÷ó ê ðàíåå îãîâîðåííîìó ñëó÷àþ.

155
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Èòàê, ïóñòü f = f(u). Ïåðåïèøåì äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ èíòåãðàëüíîå ñîîòíîøåíèå
(15.2)

u(tn+1)− u(tn) =

∫ tn+1

tn

f(u) dt. (16.2)

Ñäåëàåì â èíòåãðàëå (16.2) çàìåíó ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîëàãàÿ

(t− tn)/τ = θ. (16.3)

Ýòà çàìåíà ïåðåâîäèò îòðåçîê [tn, tn+1] â [0, 1] òàê, ÷òî

u(tn+1)− u(tn) = τ

∫ 1

0

f(û(θ)) dθ, (16.4)

ãäå
û(θ) = u(t(θ)).

Ïóñòü
0 6 θ1 < θ2 < · · · < θs 6 1 (16.5)

ñóòü óçëû, à b1, b2, . . . , bs � âåñà íåêîòîðîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû, àïïðîêñèìèðó-
þùåé èíòåãðàë

1∫
0

ϕ(θ)dθ. Èñïîëüçóÿ ýòó ôîðìóëó äëÿ àïïðîêñèìàöèè èíòåãðàëà â
(16.4), áóäåì èìåòü

u(tn+1)− u(tn) ≈ τ

s∑
i=1

bif (û(θi)) . (16.6)

×òîáû ïîëó÷èòü èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ÷èñëåííûé ìåòîä, íóæíî òî÷íûå çíà÷åíèÿ
èñêîìîãî ðåøåíèÿ çàìåíèòü íà ïðèáëèæåííûå, à ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî � íàîáîðîò
íà òî÷íîå. Íî ïðåæäå ìû äîëæíû ââåñòè äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ. Áóäåì îáî-
çíà÷àòü çíà÷åíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â òî÷êå t, îòâå÷àþùåé óçëó êâàäðàòóðíîé
ôîðìóëû θi (t = tn + τθi) ÷åðåç Yi. Òîãäà èñêîìîå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

un+1 = un + τ

s∑
i=1

bif(Yi). (16.7)

×òîáû ïîëó÷èòü óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ Yi, ïðîèíòåãðèðóåì (16.1′) îò tn äî
tn + τθi è ñäåëàåì çàìåíó (16.3)

û(θi)− u(tn) =

∫ tn+τθi

tn

f(u(t)) dt = τ

∫ θi

0

f(û(θ)) dθ.

Çàìåíèì è çäåñü èíòåãðàë êâàäðàòóðíîé ôîðìóëîé ñ òåìè æå óçëàìè (16.5). Ýòà
êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà áóäåò íåñêîëüêî ñâîåîáðàçíîé, èáî íå âñå åå óçëû áóäóò ëåæàòü
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íà îòðåçêå èíòåãðèðîâàíèÿ. Ðàçóìååòñÿ, åå âåñà, âîîáùå ãîâîðÿ, äîëæíû áûòü îòëè÷íû
îò bj è äàæå áûòü ñâîèìè äëÿ êàæäîãî i. Ïóñòü

Yi = un + τ

s∑
j=1

aijf(Yj), i = 1, s. (16.8)

Ñîîòíîøåíèÿ (16.7), (16.8) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò ÷èñëåííûé ìåòîä.
Èòàê, äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå un+1 (êîãäà un óæå íàéäåíî),

ñíà÷àëà íóæíî ðåøèòü, âîîáùå ãîâîðÿ, íåëèíåéíóþ ñèñòåìó (16.8) è îïðåäåëèòü Yi,
i = 1, s, êîòîðûå çàòåì ñëåäóåò ïîäñòàâèòü â (16.7).
Îïðåäåëåíèå 16.1. Ìåòîä (16.7), (16.8) íàçûâàåòñÿ s-ýòàïíûì ìåòîäîì Ðóíãå-
Êóòòû.

Ýòîò ìåòîä ïðèíÿòî çàïèñûâàòü òàáëèöåé åãî êîýôôèöèåíòîâ, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ
òàáëèöåé Áóò÷åðà

c1 a11 a12 . . . a1s

c2 a21 a22 . . . a2s

. . . . . . . . . . . . . . . . .

cs as1 as2 . . . ass

b1 b2 . . . bs

ci =
s∑

j=1

aij. (16.9)

Çàìå÷àíèå 16.1. Ïîñêîëüêó bi ñóòü âåñîâûå êîýôôèöèåíòû êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû
äëÿ èíòåãðàëà ïî åäèíè÷íîìó îòðåçêó, òî

s∑
i=1

bi = 1. Èç àíàëîãè÷íûõ ñîîáðàæåíèé

ci =
s∑

j=1

aij = θi.

Îïðåäåëåíèå 16.2. Åñëè â òàáëèöå Áóò÷åðà (16.9) êîýôôèöèåíòû aij = 0 ïðè j > i,
òî ìåòîä (16.7), (16.8) íàçûâàåòñÿ ÿâíûì s-ýòàïíûì ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòû.
Îïðåäåëåíèå 16.3. Åñëè aij = 0 ïðè i > j è õîòÿ áû îäèí aii 6= 0, òî ìåòîä (16.7),
(16.8) íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüíî íåÿâíûì.

Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ìû ãîâîðèì î íåÿâíûõ ìåòîäàõ Ðóíãå-Êóòòû.
Êîýôôèöèåíòû â òàáëèöå Áóò÷åðà (16.9) ïðè çàäàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ âûáèðàþòñÿ

èç ñîîáðàæåíèé ìàêñèìàëüíîé òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî ìåòîäà.

16.2 Îäíîýòàïíûå ìåòîäû Ðóíãå-Êóòòû
Èññëåäóåì îäíîýòàïíûå (s = 1) ìåòîäû Ðóíãå-Êóòòû. Ïðè s = 1 ñîîòíîøåíèÿ (16.8),
(16.7) ïðèíèìàþò âèä

Y1 = un + τa11f(Y1), (16.10)

un+1 = un + τb1f(Y1) (16.11)
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Èç ñîîáðàæåíèé àïïðîêñèìàöèè (êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äîëæíà áûòü òî÷íîé ïî
êðàéíåé ìåðå íà const) íàõîäèì, ÷òî b1 = 1. Åñëè òåïåðü ïîëîæèòü a11 = 0, òî ìåòîä
áóäåò ÿâíûì, ïðè÷åì Y1 = un, à (16.11) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

un+1 − un

τ
= f(un).

Ìû ïîëó÷èëè ìåòîä Ýéëåðà. Òåì ñàìûì, ìåòîä Ýéëåðà åñòü ÿâíûé îäíîýòàïíûé
ìåòîä Ðóíãå-Êóòòû.

Åñëè âçÿòü a11 = 1, òî ìåòîä (16.10), (16.11) áóäåò íåÿâíûì. Ïðè ýòîì ïðàâûå
÷àñòè (16.10) è (16.11) ñîâïàäàþò è ïðèâîäÿò ê ñîîòíîøåíèþ Y1 = un+1. Â ýòîì ñëó÷àå
ñèñòåìà (16.10), (16.11) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

un+1 − un

τ
= f(un+1).

Ýòî íåÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà (15.8). Îí òàêæå ÿâëÿåòñÿ îäíîýòàïíûì ìåòîäîì Ðóíãå-
Êóòòû.

Èññëåäóåì òåïåðü íàèáîëåå öåëåñîîáðàçíûé âûáîð ïàðàìåòðîâ b1 è a11 ñ òî÷êè
çðåíèÿ ìèíèìèçàöèè ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè. ×òîáû íàéòè ïîãðåøíîñòü àïïðîê-
ñèìàöèè, ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (16.11) â âèäå

un+1 − un

τ
= b1f(Y1) (16.12)

(ñð. ñ (15.7), (15.8), (15.10) è (15.12)), à ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (16.10) îáîçíà÷èì ÷åðåç
Y1(un). Åñëè, êàê è âûøå, zn = un − u(tn), òî

zn+1 − zn

τ
= b1f(Y1(u(tn) + zn))− u(tn+1)− u(tn)

τ
.

È ñíîâà, ðàñêëàäûâàÿ ïåðâîå ñëàãàåìîå ïðàâîé ÷àñòè ïî ôîðìóëå Òåéëîðà, íàõîäèì,
÷òî

zn+1 − zn

τ
= b1

[
f(Y1(u(tn))) +

∂f

∂u
(ũ)zn

]
− u(tn+1)− u(tn)

τ
=

= b1
∂f

∂Y1

∂Y1

∂u
(ũ)zn + ψn,

ãäå
ψn = b1f(Y1(u(tn)))− u(tn+1)− u(tn)

τ
(16.13)

� ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè, à Y1(u(tn)) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (16.10) ñ u(tn) âìåñòî
un, ò.å.

Y1(u(tn)) = u(tn) + τa11f(Y1(u(tn))). (16.14)

Çàìå÷àíèå 16.2. Ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè (16.13) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçíîñòü
ìåæäó ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿìè óðàâíåíèÿ (16.12), åñëè òóäà âìåñòî ïðèáëèæåííîãî
ðåøåíèÿ ïîäñòàâèòü òî÷íîå (ñð. ñ çàìå÷àíèåì 15.3).
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Ðàçëîæèì ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè (16.13) ïî ñòåïåíÿì τ . Èìååì

ψn = b1

[
f(Y1)

∣∣
τ=0

+τ
d f(Y1)

d τ

∣∣
τ=0

+
τ 2

2

d̃2f

dτ 2

]
−

−
[
u′(tn) +

τ

2
u′′(tn) +

τ 2

6
˜̃u′′′

]
.

Èç (16.14) íàõîäèì, ÷òî Y1|τ=0 = u(tn) è, ñëåäîâàòåëüíî,

f(Y1)
∣∣
τ=0

= f(u(tn)).

Ñíîâà ñ èñïîëüçîâàíèåì (16.14)

df(Y1)

dτ

∣∣
τ=0

=
df

dY1

dY1

dτ

∣∣
τ=0

=
df

du
(u(tn))a11f(u(tn)),

à èç óðàâíåíèÿ (16.1′)

u′(tn) = f(u(tn)), u′′(tn) =
df

dt
(u(tn)) =

df

du
(u(tn))

du

dt
(tn) =

df

du
f.

Ïîýòîìó

ψn = (b1 − 1)f(u(tn)) + τ

[
b1a11 − 1

2

]
f(u(tn))

df

du
(u(tn)) + O(τ 2).

Òåì ñàìûì, äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè áûëà O(τ 2), íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ

b1 = 1, a11b1 = 1/2. (16.15)

Îòñþäà íàõîäèì
b1 = 1, a11 = 1/2

è, ñëåäîâàòåëüíî, íåÿâíûé îäíîýòàïíûé ìåòîä Ðóíãå-Êóòòû

Y1 = un +
τ

2
f(Y1),

un+1 = un + τf(Y1)
(16.16)

èìååò âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè.

Çàìå÷àíèå 16.3. Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (16.16) ñëåäóåò, ÷òî ìîìåíò âðåìåíè, íà
êîòîðûé Y1 ïðèáëèæàåò u(t), åñòü t + τ/2, èáî äëÿ çàäà÷è u′ = 1, u(0) = 0, èìåþùåé
ðåøåíèå u = t, Y1 = un + τ/2 = tn + τ/2.
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Ñîîòíîøåíèÿ (16.16) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü. Èñêëþ÷èâ f(Y1), íàéäåì, ÷òî un+1 =
2Y1 − un. Âûðàæàÿ îòñþäà Y1 è ïîäñòàâëÿÿ åãî âî âòîðîå óðàâíåíèå (16.16), ïîëó÷èì

un+1 = un + τf

(
un+1 + un

2

)
.

Çàìå÷àíèå 16.4. Ìåòîä (16.16) î÷åíü ñèëüíî íàïîìèíàåò ìåòîä Ðóíãå (15.10), (15.11).
Îòëè÷èå ìåæäó íèìè ñîñòîèò â òîì, ÷òî çäåñü ïðîìåæóòî÷íîå çíà÷åíèå íàõîäèòñÿ ïî
íåÿâíîé ôîðìóëå, à â ìåòîäå Ðóíãå ïî ÿâíîé ôîðìóëå (15.11). Ìåòîä (16.16), êàê
ìû óæå ñêàçàëè, ÿâëÿåòñÿ îäíîýòàïíûì (íåÿâíûì) ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòû, à ìåòîä
(15.10), (15.11) � äâóõýòàïíûì (ÿâíûì) ìåòîäîì. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ñëîâó ýòàï çäåñü
ìû ïðèäàåì ÷åòêèé ìàòåìàòè÷åñêèé ñìûñë.

16.3 Ìåòîäû òðåòüåãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè
Âûÿñíèì îãðàíè÷åíèÿ íà êîýôôèöèåíòû (16.9), îáåñïå÷èâàþùèå òðåòèé ïîðÿäîê àï-
ïðîêñèìàöèè s-ýòàïíîãî ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòû. Äëÿ ýòîãî íóæíî èññëåäîâàòü ïîãðåø-
íîñòü àïïðîêñèìàöèè

ψn := ψn(τ) :=
s∑

i=1

bif(Yi(u(tn)))− u(tn+1)− u(tn)

τ
,

ãäå

Yi(u(tn)) = u(tn) + τ

s∑
j=1

aijf(Yj(u(tn))) =: Yi(u(tn); τ). (16.17)

Ðàñêëàäûâàÿ ψn(τ) ïî τ äî òðåòüåãî ïîðÿäêà, áóäåì èìåòü

ψn(τ) =
s∑

i=1

bi

[
f(Yi)

∣∣∣∣
τ=0

+τ
d f(Yi)

d τ

∣∣∣∣
τ=0

+
τ 2

2

d2 f(Yi)

d τ 2

∣∣∣∣
τ=0

+O(τ 3)

]
−

−
[
u′(tn) +

τ

2
u′′(tn) +

τ 2

6
u′′′(tn) + O(τ 3)

]
.

(16.18)

Ïîñêîëüêó f(Yi(u(tn))) åñòü ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ τ , òî âû÷èñëèì ñíà÷àëà ïðîèçâîäíûå
ïî τ ôóíêöèè Yi(u(tn); τ) ïðè τ = 0. Èç (16.17) ñ ó÷åòîì (16.9), íàõîäèì, ÷òî

Yi

∣∣∣∣
τ=0

= u(tn),

Y ′
i

∣∣∣∣
τ=0

=
d Yi

d τ

∣∣∣∣
τ=0

=

[
s∑

j=1

aijf(Yi) + τ

s∑
j=1

aij
d f

d Yj

Y ′
j

] ∣∣∣∣
τ=0

= f(u(tn))ci,

Y ′′
i

∣∣∣∣
τ=0

=

[
2

s∑
j=1

aij
df

dYj

Y ′
j +τ

s∑
j=1

aij
d2f

dY 2
j

(Y ′
j )

2+τ

s∑
j=1

aij
df

dYj

Y ′′
j

]∣∣∣∣
τ=0

= 2f(u(tn))
df

du

s∑
j=1

aijcj.
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Òåïåðü ìîæíî íàéòè ïðîèçâîäíûå f :

f(Yi(u(tn)))

∣∣∣∣
τ=0

= f(u(tn)),

df(Yi)

dτ

∣∣∣∣
τ=0

=
df

dYi

Y ′
i

∣∣∣∣
τ=0

= f(u(tn))
df

du
ci,

d2f(Yi)

dτ 2

∣∣∣∣
τ=0

=

[
d2f

dY 2
i

(Y ′
i )

2+
df

dYi

Y ′′
i

]∣∣∣∣
τ=0

= f 2(u(tn))
d2f

du2
c2
i + 2f(u(tn))

(
df

du

)2 s∑
j=1

aijcj.

Äàëåå, èç (16.1′)

u′ = f, u′′ =
df

du
u′ = f ′f, u′′′ = f ′′u′f + (f ′)2u′ = f ′′f 2 + (f ′)2f

è, ñëåäîâàòåëüíî,

u(tn+1)− u(tn)

τ
= f +

τ

2
f ′f +

τ 2

6

(
f ′′f 2 + (f ′)2f

)
+ O(τ 3).

Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü íàéäåííûå ðàçëîæåíèÿ â (16.18), áóäåì èìåòü

ψn =
s∑

i=1

bi

[
f + τff ′ci +

τ 2

2

(
f 2f ′′c2

i + 2ff ′2
s∑

j=1

aijcj

)]
−

−
[
f +

τ

2
ff ′ +

τ 2

6

(
f 2f ′′ + ff ′2

)]
+ O(τ 3).

(16.19)

Îòñþäà, ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ τ , íàõîäèì, ÷òî óñëî-
âèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ñóòü

s∑
i=1

bi = 1 ,

s∑
i=1

bici =
1

2
,

(16.20)

s∑
i=1

bic
2
i =

1

3
,

s∑
i,j=1

biaijcj =
1

6
.

(16.21)

Ïðè ýòîì (16.20) ñóòü óñëîâèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè.
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Çàìå÷àíèå 16.5. ×òîáû èìåòü óñëîâèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè, ê óñëî-
âèÿì (16.20), (16.21) íóæíî äîáàâèòü ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

s∑
i=1

bic
3
i =

1

4
,

s∑
i,j=1

biciaijcj =
1

8
,

s∑
i,j=1

biaijc
2
j =

1

12
,

s∑

i,j,k=1

biaijajkck =
1

24
.

(16.22)

Çàìå÷àíèå 16.6. Óñëîâèÿ (16.20) ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ 16.1 ìîæíî òðàêòîâàòü êàê
óñëîâèÿ òî÷íîñòè êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû èç (16.6) íà ëèíåéíûõ ôóíêöèÿõ.1 Äîáàâëå-
íèå ê ýòèì óñëîâèÿì ïåðâîãî èç ñîîòíîøåíèé (16.21), à çàòåì è ïåðâîãî èç ñîîòíîøåíèé
(16.22) íà óêàçàííóþ êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó íàêëàäûâàåò äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ
òî÷íîñòè íà êâàäðàòè÷íûõ è êóáè÷íûõ ôóíêöèÿõ.
Óïðàæíåíèå 16.1. Ïîêàçàòü, ÷òî ìåòîä òðàïåöèé (15.12) ÿâëÿåòñÿ íåÿâíûì äâóõ-
ýòàïíûì ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòû âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè. (Íàéòè âñå bi, aij è
ïîêàçàòü íåâûïîëíåíèå õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé (16.21))

Îòâåò:
0 0 0

1 1/2 1/2

1/2 1/2

(
1

2
02 +

1

2
12

)
6= 1

3
.

Óïðàæíåíèå 16.2. Ïîêàçàòü, ÷òî ìåòîä Ðóíãå (15.10), (15.11) ÿâëÿåòñÿ ÿâíûì
äâóõýòàïíûì ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòû âòîðîãî ïîðÿäêà.

Îòâåò:
1/2 1/2

0 1

[
0 · 0 + 1 · 1

4

]
6= 1

3
.

16.4 Äâóõýòàïíûå íåÿâíûå ìåòîäû òðåòüåãî ïîðÿäêà
Ïîëîæèì â (16.20), (16.21) ïàðàìåòð s = 2. Â ðåçóëüòàòå ñèñòåìà ïðèìåò âèä

b1 + b2 = 1,

c1b1 + c2b2 = 1/2,

c2
1b1 + c2

2b2 = 1/3,

b1(a11c1 + a12c2) + b2(a21c1 + a22c2) = 1/6.

(16.23)

1Âåäü ci = θi, ò.å. êîîðäèíàòà ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ â i-îì óçëå.
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Ýòà ñèñòåìà ñîäåðæèò ÷åòûðå óðàâíåíèÿ è øåñòü íåèçâåñòíûõ (Åñëè íå ñ÷èòàòü c1

è c2, çàäàâàåìûå (16.9)). Ïîýòîìó, âîîáùå ãîâîðÿ, äâà èç ýòèõ íåèçâåñòíûõ äîëæíû
îñòàòüñÿ ñâîáîäíûìè, à îñòàëüíûå âûðàçèòüñÿ ÷åðåç íèõ. Ñèñòåìà (16.23) íåëèíåéíàÿ,
è íåò ðåãóëÿðíûõ ñïîñîáîâ åå ðåøåíèÿ. Óêàæåì îäèí ïóòü, ïðèâîäÿùèé ê ðåøåíèþ
ýòîé ñèñòåìû.

Äëÿ îòûñêàíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (16.23) ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî íåèçâåñòíûå
c1 è c2 íàéäåíû, è ðàññìîòðèì ïåðâûå òðè óðàâíåíèÿ (16.23) êàê ñèñòåìó ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî b1 è b2. Ïîñêîëüêó ýòà ñèñòåìà ïåðåîïðåäåëåíà, òî äëÿ åå
ðàçðåøèìîñòè íåîáõîäèìî îáðàùåíèå â íóëü îïðåäåëèòåëÿ ðàñøèðåííîé ìàòðèöû

∣∣∣∣∣∣

1 1 1
c1 c2 1/2
c2
1 c2

2 1/3

∣∣∣∣∣∣
=

1

3
c2 +

1

2
c2
1 + c1c

2
2 − c2

1c2 − 1

2
c2
2 −

1

3
c1 =

=
1

3
(c2 − c1)− 1

2
(c2 + c1)(c2 − c1) + c1c2(c2 − c1) =

= (c2 − c1)

[
1

3
− c1 + c2

2
+ c1c2

]
= 0.

(16.24)

Ïðîàíàëèçèðóåì ýòî ñîîòíîøåíèå. Åñëè áû c1 = c2, òî ïîñëåäíåå óðàâíåíèå (16.23)
ïðèíÿëî áû âèä

c2
1b1 + c2

2b2 = 1/6,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò òðåòüåìó óðàâíåíèþ (16.23), è ïîýòîìó

c1 − c2 6= 0. (16.25)

Òåì ñàìûì, èç (16.24) ñëåäóåò, ÷òî

2− 3(c1 + c2) + 6c1c2 = 0

èëè
(3− 6c1)c2 = 2− 3c1.

Ïîñêîëüêó c1 = 1/2 íå óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óðàâíåíèþ, òî

c1 6= 1/2 (16.26)

è ìîæíî íàéòè
c2 =

2− 3c1

3− 6c1

. (16.27)

Ðàçðåøèì òåïåðü ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ (16.23) îòíîñèòåëüíî b1 è b2 ïðè ïîìîùè
ïðàâèëà Êðàìåðà. Áóäåì èìåòü

∆ =

∣∣∣∣
1 1
c1 c2

∣∣∣∣ = c2 − c1 6= 0, ∆1 =

∣∣∣∣
1 1

1/2 c2

∣∣∣∣ = c2 − 1/2, ∆2 =

∣∣∣∣
1 1
c1 1/2

∣∣∣∣ = 1/2− c1
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è, ñëåäîâàòåëüíî,

b1 =
c2 − 1/2

c2 − c1

=
1

4(3c2
1 − 3c1 + 1)

, b2 =
1/2− c1

c2 − c1

. (16.28)

Èç (16.27), (16.28) ñëåäóåò, ÷òî c1 ìîæíî ïðèíÿòü çà ïàðàìåòð. Â êà÷åñòâå âòîðîãî
ïàðàìåòðà âîçüìåì a12. Òîãäà

a11 = c1 − a12. (16.29)
Ïîñêîëüêó

a21 = c2 − a22, (16.30)
òî, ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ äëÿ a11 è a21 â ïîñëåäíåå èç óðàâíåíèé (16.23), ïîëó÷èì

b1[(c1 − a12)c1 + a12c2] + b2[(c2 − a22)c1 + a22c2] = 1/6.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (16.28), âòîðîå èç óðàâíåíèé (16.23) è ðàçðåøàÿ ïîëó÷åííîå
ñîîòíîøåíèå îòíîñèòåëüíî a22, áóäåì èìåòü

a22 =
1/6− c1/2− a12(c2 − 1/2)

1/2− c1

=
(1− 3c1)(1− 2c1)− a12

3(1− 2c1)2
. (16.31)

Ñîîòíîøåíèÿ (16.27), (16.28), (16.29), (16.30), (16.31) çàäàþò äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå
ñåìåéñòâî íåÿâíûõ äâóõýòàïíûõ ìåòîäîâ Ðóíãå-Êóòòû òðåòüåãî ïîðÿäêà.

Åñëè ïîëîæèòü, íàïðèìåð,

a12 = 0, c1 ≡ a11 = a22, (16.32)

òî äëÿ c1 èç (16.30) ïîëó÷èì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå 6c2
1 − 6c1 + 1 ñ êîðíÿìè c1 = γ =

3±√3

6
. Òàáëèöà Áóò÷åðà äëÿ ýòîãî ìåòîäà èìååò âèä

θ1 = γ γ 0
θ2 = 1− γ 1− 2γ γ

1/2 1/2
γ =

3±√3

6
. (16.33)

Óïðàæíåíèå 16.3. Äîêàçàòü, ÷òî ìåòîä (16.33) åñòü ìåòîä (16.27)-(16.32).

16.5 ßâíûå äâóõýòàïíûå ìåòîäû
Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ äëÿ ÿâíîãî äâóõýòàïíîãî ìåòîäà a11 = a12 = a22 = 0 è ëèøü
a21 6= 0. (Ïðè a21 = 0 ìû ïîëó÷èì ÿâíûé îäíîýòàïíûé ìåòîä.) Ïîñêîëüêó äâóõýòàïíûå
ìåòîäû òðåòüåãî ïîðÿäêà èìåþò ëèøü äâà ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðà, à ìû çàäàëè òðè, òî
ðàññ÷èòûâàòü íà òðåòèé ïîðÿäîê ó ÿâíûõ äâóõýòàïíûõ ìåòîäîâ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå
ïðèõîäèòñÿ. Ìû ïîêàæåì, ÷òî òàê îíî è åñòü.
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Ïðèíèìàÿ a21 çà ïàðàìåòð, èç óñëîâèé âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè (16.20),
êîòîðûå â íàøåì ñëó÷àå ïðèíèìàþò âèä

b1 + b2 = 1, a21b2 = 1/2,

íàõîäèì
b1 =

(
1− 1

2a21

)
, b2 =

1

2a21

.

Òåì ñàìûì, ÿâíûå äâóõýòàïíûå ìåòîäû Ðóíãå-Êóòòû âòîðîãî ïðîÿäêà îáðàçóþò îä-
íîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî.

Äàëåå, ïîñêîëüêó â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå íàðÿäó ñ a11, a12, a22 è c1 = 0, òî ëåâàÿ
÷àñòü ÷åòâåðòîãî èç óñëîâèé (16.23) îáðàùàåòñÿ â íóëü è ñëåäîâàòåëüíî ýòî óñëîâèå
âûïîëíåííûì áûòü íå ìîæåò. Ìû äîêàçàëè, ÷òî ÿâíûõ äâóõýòàïíûõ ìåòîäîâ òðåòüåãî
ïîðÿäêà íå ñóùåñòâóåò.

Åñëè ïîëîæèòü, íàïðèìåð, a21 = 1, òî ïîëó÷èì ìåòîä Õîéíà

Y1 = un, Y2 = un + τf(Y1),

un+1 = un +
τ

2
[f(Y1) + f(Y2)].

0 0 0

1 1 0

1/2 1/2

Óïðàæíåíèå 16.4. Âûïèñàòü âñå ïîñòðîåííûå ìåòîäû âòîðîãî ïîðÿäêà.

16.6 Äâóõýòàïíûé ìåòîä ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà
Êîýôôèöèåíòû ìåòîäà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü åùå ÷åòûðåì óñëî-
âèÿì (16.22). Õîòÿ ó äâóõýòàïíîãî ìåòîäà òðåòüåãî ïîðÿäêà îñòàëîñü òîëüêî äâà ïà-
ðàìåòðà, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé äâóõýòàïíûé ìåòîä ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Åãî êî-
ýôôèöèåíòû ñóòü

1/2−√3/6 1/4 1/4−√3/6

1/2 +
√

3/6 1/4 +
√

3/6 1/4

1/2 1/2

(16.34)

Çàìå÷àíèå 16.7. Åñëè áû f íå çàâèñåëà îò u (u′ = f(t), un+1 = un + τ
1∫
0

f̂(θ) dθ),
òî äâóõýòàïíûé ìåòîä ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ïîëó÷èëñÿ áû òîëüêî åñëè êâàäðàòóðà â
(16.7) áûëà êâàäðàòóðîé Ãàóññà, ò.å. b1 = b2 = 1/2, à θ1 è θ2 � ñäâèíóòûå íà [0, 1]
íóëè ïîëèíîìà Ëåæàíäðà âòîðîé ñòåïåíè P2(x) = 1

2
(3x2−1). Êîðíÿìè ýòîãî ïîëèíîìà

ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà x1,2 = ±1/
√

3. Äåëàÿ ëèíåéíóþ çàìåíó, ïåðåâîäÿùóþ îòðåçîê [−1, 1] â
îòðåçîê [0, 1], íàõîäèì, ÷òî óçëû êâàäðàòóðû Ãàóññà íà [0, 1] ñóòü θ1,2 = 1/2∓√3/6, êàê
â (16.34). Îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû ïîëó÷àþòñÿ, åñëè ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî [0, θ1] è
[0, θ2] âåñîâûå ôóíêöèè èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà Ëàãðàíæà ñ ãàóññîâûìè óçëàìè.
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Óïðàæíåíèå 16.5. Äîêàçàòü, ÷òî â (16.34)

aij =

∫ θj

0

pi(θ) dθ,

ãäå pi(θ) � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ (èíòåðïîëÿíò ïî äâóì óçëàì) òàêàÿ, ÷òî pi(θi) = 1,
pi(θj) = 0 ïðè i 6= j. Óáåäèòüñÿ â âûïîëíåíèè óñëîâèé (16.20)-(16.22).

16.7 ßâíûå òðåõýòàïíûå ìåòîäû Ðóíãå-Êóòòû òðå-
òüåãî ïîðÿäêà

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ÿâíûå òðåõýòàïíûå ìåòîäû. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ

a11 = a12 = a13 = a22 = a23 = a33 = 0,

è óêàçàííûå ìåòîäû çàäàþòñÿ òàáëèöåé

c2 a21

c3 a31 a32

b1 b2 b3

Óñëîâèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè (16.20), (16.21) â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó-
÷àå ïðèíèìàþò âèä

b1 + b2 + b3 = 1,

b2c2 + b3c3 = 1/2,

b2c
2
2 + b3c

2
3 = 1/3,

b3a32c2 = 1/6.

(16.35)

Ýòà ñèñòåìà èìååò äâà îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâà ðåøåíèé è îäíî äâóõïàðà-
ìåòðè÷åñêîå. Íàéäåì èõ. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü âòîðîå è òðåòüå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû
(16.35) êàê ëèíåéíóþ ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî b2 è b3. Ýòà ñèñòåìà ìîæåò áûòü êàê
âûðîæäåííîé (è ýòî ïðèâîäèò ê äâóì îäíîïàðàìåòðè÷åñêèì ñåìåéñòâàì ðåøåíèé),
òàê è íåâûðîæäåííîé (äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî).

Ïóñòü ýòà ñèñòåìà âûðîæäåíà, ò.å.
∣∣∣∣
c2 c3

c2
2 c2

3

∣∣∣∣ = c2c3(c3 − c2) = 0. (16.36)

Â ñèëó ïîñëåäíåãî èç óðàâíåíèé (16.35) c2 6= 0, è ïîýòîìó ëèáî

c3 = 0 (16.37)

ëèáî
c2 = c3. (16.38)
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i) Ïóñòü ñíà÷àëà èìååò ìåñòî (16.37). Òîãäà âòîðîå è òðåòüå óðàâíåíèÿ (16.35) ïðèíè-
ìàþò âèä

c2b2 = 1/2, c2
2b2 = 1/3

è, ñëåäîâàòåëüíî,
c2 = 2/3, b2 = 3/4.

Åñëè òåïåðü b3 = b ïðèíÿòü çà ïàðàìåòð, òî èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ (16.35) íàõîäèì

a32 =
1

4b
.

Ïîñêîëüêó c3 = 0, òî
a31 = −a32 = − 1

4b

è, íàêîíåö, èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (16.35)

b1 =
1

4
− b.

Ñîáèðàÿ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ, ïîëó÷èì òàáëèöó

2/3 2/3

0 −(4b)−1 (4b)−1

1/4− b 3/4 b

(16.39)

ii) Òåïåðü ïóñòü èìååò ìåñòî (16.38). Ñíîâà èç âòîðîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèé (16.35)
íàõîäèì, ÷òî

b2 + b3 =
1

2c2

=
1

3c2
2

,

ò.å.
c3 = c2 = 2/3, b2 = 3/4− b,

ãäå b = b3 � ïàðàìåòð. Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ (16.35)

a32 =
1

4b
,

à èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ
b1 = 1/4.

Òàáëèöà ðàññìàòðèâàåìîãî ìåòîäà èìååò âèä

2/3 2/3

2/3
2

3
− 1

4b

1

4b
1/4 3/4− b b

(16.40)
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iii) Åñëè ñîîòíîøåíèå (16.36) ìåñòà íå èìååò, òî èç âòîðîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèé
(16.35) íàõîäèì

b2 =
c3/2− 1/3

c2(c3 − c2)
, b3 =

1/3− c2/2

c3(c3 − c2)
, (16.41)

Ïðèâëåêàÿ ïåðâîå óðàâíåíèå (16.35), íàéäåì, ÷òî

b1 = 1− 3(c2 + c3)− 2

6c2c3

, (16.42)

à èç ÷åòâåðòîãî
a32 =

c3(c3 − c2)

c2(2− 3c2)
. (16.43)

Åùå ðàç íàïîìíèì, ÷òî â ìåòîäå (16.41)-(16.43) ïàðàìåòðû c2 è c3 óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ

c2c3(c3 − c2)(c2 − 2/3) 6= 0.

Ñðåäè ÿâíûõ òðåõýòàïíûõ ìåòîäîâ Ðóíãå-Êóòòû òðåòüåãî ïîðÿäêà â ñèëó èñòîðè-
÷åñêèõ ïðè÷èí íàèáîëüøåé ïîïóëÿðíîñòüþ ïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé ìåòîä èç ñåìåéñòâà
(16.41)-(16.43)

1/2 1/2

1 −1 2

1/6 2/3 1/6

. (16.44)

16.8 Áîëåå îáùèå ìåòîäû Ðóíãå-Êóòòû
Òåîðåìà 16.1. Íå ñóùåñòâóåò ÿâíîãî s-ýòàïíîãî ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòû ïîðÿäêà p,
åñëè p > s.

Äëÿ s = 1, 2 ýòà òåîðåìà íàìè ôàêòè÷åñêè äîêàçàíà.

Òåîðåìà 16.2. Ïðè s > 5 íå ñóùåñòâóåò ÿâíîãî s-ýòàïíîãî ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòû
ïîðÿäêà p = s (1963ã.). Ïðè s > 8 íå ñóùåñòâóåò ÿâíîãî s-ýòàïíîãî ìåòîäà Ðóíãå-
Êóòòû ïîðÿäêà p = s− 1 (1965ã.). Ïðè s > 10 � p = s− 2 (1985ã.).

Çàìå÷àíèå 16.8. Ïðè s = 6 ñóùåñòâóåò ÿâíûé ìåòîä Ðóíãå-Êóòòû ïîðÿäêà 5.
Ïðè s = 7 ñóùåñòâóåò ÿâíûé ìåòîä ïîðÿäêà 6. Íàèâûñøèé ïîðÿäîê, ôàêòè÷åñêè
äîñòèãíóòûé äëÿ ÿâíî ïîñòðîåííûõ ÿâíûõ ìåòîäîâ Ðóíãå-Êóòòû ðàâåí 10. Ïðè ýòîì
÷èñëî ýòàïîâ ðàâíî 17. (Ýòîò ðåçóëüòàò çàíåñåí â êíèãó ðåêîðäîâ Ãèííåñà).

Òåîðåìà 16.3. Ïðè ëþáîì s ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé íåÿâíûé ìåòîä Ðóíãå-
Êóòòû ïîðÿäêà p = 2s.
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Çàìå÷àíèå 16.9. Äëÿ îïòèìàëüíîãî ìåòîäà ïîðÿäêà p = 2s óçëû θj è âåñà bj ñóòü
óçëû è âåñà êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû Ãàóññà, à

aij =

∫ θj

0

pi(θ) dθ,

ãäå pj(θ) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè s òàêîé, ÷òî pi(θi) = 1, pi(θj) = 0 ïðè i 6= j.

Â âû÷èñëèòåëüíîé ïðàêòèêå øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé ÿâíûé 4-ýòàïíûé
ìåòîä Ðóíãå-Êóòòû 4-ãî ïîðÿäêà

1/2 1/2

1/2 0 1/2

1 0 0 1

1/6 1/3 1/3 1/6.

Çàìå÷àíèå 16.10. Äî íåäàâíåãî âðåìåíè â ìåòîäàõ Ðóíãå-Êóòòû (ÿâíûõ) âìåñòî
ïåðåìåííûõ Yj ôèãóðèðîâàëè kj = f(Yj). Ïîýòîìó, âìåñòî (16.7), (16.8) ïèñàëè

ki = f(un + τ

s−1∑
j=1

aijkj),

un+1 = un + τ

s∑
j=1

bjkj.

(16.45)

16.9 Ñõîäèìîñòü ìåòîäîâ Ðóíãå-Êóòòû
Óñòàíîâèì îöåíêó ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ, ïîëó÷àåìîãî ïðè ïîìîùè
òîãî èëè èíîãî ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòû.

Åñëè, êàê è ðàíüøå,
zn = un − u(tn),

òî èç (16.7) íàõîäèì, ÷òî zn+1 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

zn+1 − zn

τ
=

s∑
i=1

bi
d f(Yi(u))

d u

∣∣∣∣
u=u(tn)+σizn

zn + ψn. (16.46)

Ïðåæäå ÷åì îöåíèâàòü zn+1, îöåíèì êîýôôèöèåíò ïðè zn â ïðàâîé ÷àñòè (16.46). Áóäåì
ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

max
|u|<∞

∣∣∣∣
d f(u)

d u

∣∣∣∣6 L. (16.47)
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Òîãäà
max
|u|<∞

∣∣∣∣
d f(Yj(u))

d u

∣∣∣∣= max
|u|<∞

∣∣∣∣
d f

d Yj

d Yj

d u

∣∣∣∣6 L max
|u|<∞

∣∣∣∣
d Yj

d u

∣∣∣∣ . (16.48)

Îöåíèì
∣∣ d Yj/d u|

∣∣. Èç (16.8) ñ u âìåñòî un

d Yi

d u
= 1 + τ

s∑
j=1

aij
d f

d Yj

d Yj

d u
.

Ïóñòü
max
|u|<∞

∣∣∣∣
d Yi0

d u

∣∣∣∣= max
16j6s

max
|u|<∞

∣∣∣∣
d Yj

d u

∣∣∣∣ .

Òîãäà ñ ó÷åòîì (16.47)

max
|u|<∞

∣∣∣∣
d Yi0

d u

∣∣∣∣6 1 + τ

s∑
j=1

|ai0j|L max
|u|<∞

∣∣∣∣
d Yj

d u

∣∣∣∣6 1 + τasL max
|u|<∞

∣∣∣∣
d Yi0

d u

∣∣∣∣,

ãäå
a = max

ij

∣∣ aij

∣∣, (16.49)
è, ñëåäîâàòåëüíî,

(1− τasL) max
|u|<∞

∣∣∣∣
d Yi0

d u

∣∣∣∣6 1.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

τ 6 1

2asL
, ò.å. 1− τasL > 1

2
. (16.50)

Òîãäà ∣∣∣∣
d Yj

d u

∣∣∣∣6 2, j = 1, . . . , s. (16.51)

Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû bj íåîòðèöàòåëüíû. Ïîñêîëüêó
èõ ñóììà ðàâíà åäèíèöå, òî ñ ó÷åòîì (16.48), (16.51)

∣∣∣∣
s∑

j=1

bj
d f(Yj(u))

d u

∣∣∣∣6 2L.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ýòó îöåíêó, èç (16.46) íàõîäèì, ÷òî
|zn+1| 6 (1 + 2τL)|zn|+ τ |ψn|.

Ðàçðåøèì ýòè íåðàâåíñòâà. Ïîñêîëüêó z0 = u0 − u(0) = 0, òî
|z1| 6 τ |ψ0|,
|z2| 6 (1 + 2τL)|z1|+ τ |ψ1|,
|z3| 6 (1 + 2τL)|z2|+ τ |ψ2|,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

|zn| 6 (1 + 2τL)|zn−1|+ τ |ψn−1|
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Ïîäñòàâèì òåïåðü îöåíêó |z1| â ïðàâóþ ÷àñòü îöåíêè |z2|, à ïîëó÷åííóþ îöåíêó |z2| â
ñâîþ î÷åðåäü â ïðàâóþ ÷àñòü îöåíêè |z3| è ò.ä. Ïîëó÷èì

|zn| 6
n−1∑
j=0

τ(1 + 2τL)n−1−j|ψj| 6 (1 + 2τL)n

n−1∑
j=0

τ |ψj| 6 e2τLT/τT max
j
|ψj| =

= e2LT T max
j
|ψj|.

(16.52)

Èç (16.52) ñëåäóåò

Òåîðåìà 16.4. Åñëè ìåòîä Ðóíãå-Êóòòû (16.7), (16.8) àïïðîêñèìèðóåò èñõîäíîå
óðàâíåíèå (16.1′ )ñ ïîðÿäêîì p, òî ïðè τ → 0 îí ñõîäèòñÿ ñ òåì æå ïîðÿäêîì.
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� 17

Ëèíåéíûå ìíîãîøàãîâûå ìåòîäû

Ïðè èçó÷åíèè ìåòîäîâ Ðóíãå-Êóòòû, èñïîëüçóåìûõ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è Êîøè
du

dt
= f(u), t > 0, u(0) = u0, (17.1)

ìû íå îáðàùàëè îñîáîãî âíèìàíèÿ íà çàäàíèå íà÷àëüíûõ óñëîâèé, èáî ýòî ñîâåðøåííî
òðèâèàëüíàÿ ïðîöåäóðà: äëÿ òîãî, ÷òîáû íà÷àë ðàáîòàòü ëþáîé èç ðàññìîòðåííûõ
íàìè ìåòîäîâ Ðóíãå-Êóòòû, íóæíî çàäàòü u0 = u(0), ò.å. òàê æå êàê è äëÿ äèôôåðåí-
öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Îáóñëîâëåíî ýòî òåì, ÷òî â êàæäîì óðàâíåíèè ñâÿçàíû ìåæäó
ñîáîé çíà÷åíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â äâóõ ñîñåäíèõ óçëàõ ñåòêè (íå ñ÷èòàÿ ïðî-
ìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèé). Äðóãîé êëàññ ìåòîäîâ ñîñòàâëÿþò òàê íàçûâàåìûå ìíîãîøà-
ãîâûå ìåòîäû, â êîòîðûõ óðàâíåíèÿ ñâÿçûâàþò çíà÷åíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â
íåñêîëüêèõ ñîñåäíèõ óçëàõ.

17.1 Ìåòîäû Àäàìñà
Íàèáîëåå èçâåñòíûìè èç ìíîãîøàãîâûõ ìåòîäîâ è íàèáîëåå ñòàðûìè ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû
Àäàìñà. Îïèøåì ýòè ìåòîäû íà ïðèìåðå óðàâíåíèÿ (17.1). Âíîâü áóäåì ïðåäïîëàãàòü,
÷òî íà îòðåçêå èíòåãðèðîâàíèÿ ââåäåíà ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà ñ øàãîì τ , à óðàâíåíèå
(17.1) ïðîèíòåãðèðîâàíî ïî îòðåçêó ìåæäó óçëàìè tn è tn+1

u(tn+1)− u(tn) =

∫ tn+1

tn

f(u(t))dt. (17.2)

Çàìåíèì ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ â (17.2) èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì Ëà-
ãðàíæà ïî íåêîòîðûì óçëàì ñåòêè ω (à íå ïî ïðîìåæóòî÷íûì óçëàì, êàê ýòî áûëî â
ìåòîäàõ Ðóíãå-Êóòòû (!)). Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ó÷àñòâóåò ëè óçåë tn+1 â èíòåðïî-
ëÿöèè f(u(t)) èëè íåò, ðàçëè÷àþò íåÿâíûå è ÿâíûå ìåòîäû Àäàìñà.

à) ßâíûå ìåòîäû Àäàìñà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u(t) èçâåñòíà â k óçëàõ ñåòêè ω

tn, tn−1, . . . , tn+1−k. (17.3)

173
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Ïîñòðîèì ïî ýòèì óçëàì èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà ñòåïåíè k − 1 äëÿ
ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè f(u(t)) èç (17.2)

f(u(t)) ≈ Lk−1(t) =
k∑

j=1

pj(t)f(u(tn+1−j)), (17.4)

ãäå, êàê îáû÷íî,

pj(t) =
k∏

i=1
i 6=j

t− tn+1−i

tn+1−j − tn+1−i

(17.5)

ñóòü âåñîâûå ôóíêöèè èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà (ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè (k − 1)),
îáðàùàþùèåñÿ â íóëü ïðè t = tn+1−i, i = 1, j − 1, j + 1, k è â åäèíèöó ïðè t = tn+1−j).
Ïîäñòàâëÿÿ (17.4), (17.5) â (17.2) è çàìåíÿÿ ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî íà òî÷íîå, ïî-
ëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ

un+1 − un = τ

k∑
j=1

bjf(un+1−j), (17.6)

ãäå

bj =
1

τ

∫ tn+1

tn

pj(t)dt =

∫ 1

0

p̂j(θ)dθ =

∫ 1

0

k∏
i=1
i6=j

θ − 1 + i

i− j
dθ. (17.7)

Îïðåäåëåíèå 17.1. ×èñëåííûé ìåòîä (17.6), (17.7) íàçûâàåòñÿ ÿâíûì k-øàãîâûì
ìåòîäîì Àäàìñà (èíîãäà åãî íàçûâàþò ìåòîäîì Àäàìñà-Áýøôîðòà).

Ïðèìåðû. 1◦. k = 1.

p1(t) = p̂1(θ) = 1, b1 = 1.

2◦. k = 2.

p̂1(θ) = θ + 1, b1 = 3/2,

p̂2(θ) = −θ, b2 = −1/2.

3◦. k = 3.

p̂1(θ) =
1

2
(θ + 1)(θ + 2), b1 =

23

12
,

p̂2(θ) = −θ(θ + 2), b2 = −4

3
,

p̂3(θ) =
θ(θ + 1)

2
, b3 =

5

12
.
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Âûïèøåì óðàâíåíèÿ (17.6) äëÿ ýòèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ

un+1 = un + τf(un),

un+1 = un + τ

[
3

2
f(un)− 1

2
f(un−1)

]
,

un+1 = un + τ

[
23

12
f(un)− 16

12
f(un−1) +

5

12
f(un−2)

]
.

(17.8)

Óïðàæíåíèå 17.1. Ïîñòðîèòü ÿâíûé 4-õ-øàãîâûé ìåòîä Àäàìñà (17.6).

Îòâåò.

un+1 = un + τ

[
55

24
f(un)− 59

24
f(un−1) +

37

24
f(un−2)− 9

24
f(un−3)

]
.

Çàìå÷àíèå 17.1. Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðâîå èç óðàâíåíèé (17.8) îïðåäåëÿåò èññëåäîâàí-
íûé íàìè ðàíåå ìåòîä Ýéëåðà. Òåì ñàìûì, ìåòîä Ýéëåðà ìîæåò áûòü îòíåñåí êàê ê
ìåòîäàì Ðóíãå-Êóòòû, òàê è ê ìåòîäàì Àäàìñà.

Ôîðìóëû (17.6) ïîëó÷åíû ïðè èíòåãðèðîâàíèè â ïðåäåëàõ îò tn äî tn+1, â òî
âðåìÿ êàê óçëû èíòåðïîëÿöèè ðàñïîëàãàëèñü íà îòðåçêå [tn+1−k, tn], ò.å. âíå èíòåðâàëà
èíòåãðèðîâàíèÿ (Äëÿ ïîäûíåãðàëüíîé ôóíêöèè èñïîëüçîâàëàñü ýêñòðàïîëÿöèÿ). Â
ñâÿçè ñ ýòèì ÿâíûå ìåòîäû Àäàìñà èíîãäà íàçûâàþò ýêñòðàïîëÿöèîííûìè ìåòîäàìè.

á) Íåÿâíûå ìåòîäû Àäàìñà. Ìîæíî ïîñòðîèòü è íåÿâíûå ìåòîäû Àäàìñà. Äëÿ
ýòîãî ê óçëàì èíòåðïîëÿöèè (17.3) íóæíî äîáàâèòü åùå óçåë tn+1. Â ýòîì ñëó÷àå
èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí (ñòåïåíè k) ïðèìåò âèä

Lk(t) =
k∑

j=0

pj(t)f(u(tn+1−j)), (17.9)

à ñîîòâåòñòâóþùèì åìó óðàâíåíèåì áóäåò óðàâíåíèå

un+1 − un = τ

k∑
j=0

bjf(un+1−j), (17.10)

ãäå (ñð. ñ (17.7))

bj =
1

τ

∫ tn+1

tn

pj(t)dt =

∫ 1

0

k∏
i=0
i 6=j

θ − 1 + i

i− j
dθ. (17.11)

Îïðåäåëåíèå 17.2. ×èñëåííûé ìåòîä (17.10), (17.11) íàçûâàåòñÿ íåÿâíûì k-øàãîâûì
ìåòîäîì Àäàìñà (Èíîãäà åãî íàçûâàþò ìåòîäîì Àäàìñà-Ìóëòîíà).
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Ïðèìåðû. 4◦. k = 0.
p̂0(θ) = 1, b0 = 1.

5◦. k = 1.

p̂0(θ) = θ, b0 = 1/2,

p̂1(θ) = −θ + 1, b1 = 1/2.

6◦. k = 2.

p̂0(θ) =
1

2
θ(θ + 1), b0 =

5

12
,

p̂1(θ) = −(θ2 − 1), b1 =
2

3
,

p̂2(θ) =
1

2
θ(θ − 1), b2 = − 1

12
.

Íàïèøåì óðàâíåíèÿ (17.10) äëÿ ýòèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ

un+1 = un + τf(un+1),

un+1 = un +
τ

2
[f(un+1) + f(un)] ,

un+1 = un + τ

[
5

12
f(un+1) +

8

12
f(un)− 1

12
f(un−1)

]
.

(17.12)

Óïðàæíåíèå 17.2. Ïîñòðîèòü íåÿâíûé 3-õ-øàãîâûé ìåòîä Àäàìñà (17.10), (17.11).

Îòâåò.

un+1 = un + τ

[
9

24
f(un+1) +

19

24
f(un)− 5

24
f(un−1) +

1

24
f(un−2)

]
.

Çàìå÷àíèå 17.2. Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðâîå èç óðàâíåíèé (17.12), îòâå÷àþùåå k = 0,
ÿâëÿåòñÿ íåÿâíûì ìåòîäîì Ýéëåðà, à âòîðîå óðàâíåíèå, îòâå÷àþùåå k = 1, � ìåòîäîì
òðàïåöèé. Òåì ñàìûì, ýòè îäíîøàãîâûå íåÿâíûå ìåòîäû Àäàìñà ÿâëÿþòñÿ è ìåòîäàìè
Ðóíãå-Êóòòû.

17.2 Ôîðìóëû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íàçàä
Âî âñåõ ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ, êàê ïðè ïîñòðîåíèè ìåòîäîâ Ðóíãå-Êóòòû, òàê è ïðè
ïîñòðîåíèè ìåòîäîâ Àäàìñà, ìû ïîëó÷àëè ÷èñëåííûå ìåòîäû ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ
óðàâíåíèÿ (17.1) è çàìåíû ïîäûíåãðàëüíîé ôóíêöèè f(u) â (17.2) èíòåðïîëÿöèîííûì
ìíîãî÷ëåíîì èëè çàìåíû èíòåãðàëà êâàäðàòóðíîé ôîðìóëîé. À ìîæíî ïîñòóïàòü è
èíà÷å: èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì çàìåíèòü u(t). Òîãäà äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåí-
íîãî ìåòîäà íóæíî áóäåò âûðàæåíèå èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà ïîäñòàâèòü â
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(17.1). ×òîáû ïîëó÷èëñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä, òî÷êà tn+1 äîëæíà áûòü â ÷èñëå óçëîâ
èíòåðïîëÿöèè. Ïóñòü

u(t) ≈ Lk(t) =
k∑

j=0

pj(t)u(tn+1−j), (17.13)

ãäå

pj(t) =
k∏

i=0
i6=j

t− tn+1−i

tn+1−j − tn+1−i

.

Ïîäñòàâëÿÿ (17.13) â (17.1), ïîëó÷èì ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî
k∑

j=0

p′j(t)u(tn+1−j) ≈ f

(
k∑

j=0

pj(t)u(tn+1−j)

)
.

Ïðåâðàòèì åãî â òî÷íîå ðàâåíñòâî â êàêîì-ëèáî óçëå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíå-
íèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà óêàçàííûì
óçëîì ÿâëÿåòñÿ tn+1. Áóäåì èìåòü

k∑
j=0

p′j(tn+1)un+1−j = f(un+1).

Êàê è ðàíüøå, ñäåëàåì ëîêàëüíóþ çàìåíó ïåðåìåííîé (t− tn)/τ = θ. Òîãäà

p′j(t) =
dpj(t)

dt
=

1

τ

dp̂j(θ)

dθ
=

1

τ
p̂′j(θ),

ãäå

pj(t) = p̂j(θ) =
k∏

i=0
i 6=j

θ − 1 + i

i− j
,

è ïîëó÷åííûé ìåòîä ïðèíèìàåò âèä
k∑

j=0

p̂′j(1)un+1−j = τf(un+1). (17.14)

Îïðåäåëåíèå 17.3. ×èñëåííûå ìåòîäû (17.14) íàçûâàþòñÿ ôîðìóëàìè äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ íàçàä.

Ïðèìåðû. 7◦. k = 1.

p̂0(θ) = θ, p̂′0(1) = 1,

p̂1(θ) = −θ + 1, p̂′1(1) = −1.
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8◦. k = 2.

p̂0(θ) =
1

2
θ(θ + 1), p̂′0(1) =

3

2
,

p̂1(θ) = 1− θ2, p̂′1(1) = −2,

p̂2(θ) =
1

2
θ(θ − 1), p̂′2(1) =

1

2
.

Âûïèøåì óðàâíåíèÿ (17.14) äëÿ ýòèõ ñëó÷àåâ

un+1 − un = τf(un+1), (17.15)
(

3

2
un+1 − 2un +

1

2
un−1

)
= τf(un+1). (17.16)

Óïðàæíåíèå 17.3. Ïîñòðîèòü ôîðìóëó (17.14), îòâå÷àþùóþ k = 3.

Îòâåò. (
11

6
un+1 − 3un +

3

2
un−1 − 1

3
un−2

)
= τf(un+1).

17.3 Îáùèå ëèíåéíûå ìíîãîøàãîâûå ìåòîäû
Ìåòîäû Àäàìñà, ÿâíûå è íåÿâíûå, è ôîðìóëû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íàçàä ÿâëÿþòñÿ
÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ôîðìóëû

k∑
j=0

αjun−j = τ

k∑
j=0

βjf(un−j), (17.17)

ãäå αj è βj � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. (Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî â ýòîé ôîðìóëå
âìåñòî íîâîãî íåèçâåñòíîãî un+1 ôèãóðèðóåò un). Áóäåò ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

α0 6= 0, |αk|+ |βk| 6= 0. (17.18)

Ïåðâîå èç óñëîâèé (17.18) îáåñïå÷èâàåò ðàçðåøèìîñòü íåÿâíîãî (β0 6= 0) óðàâíåíèÿ
(17.17) ïî êðàéíåé ìåðå, äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî øàãà τ . Âòîðîå èç óñëîâèé (17.18)
âñåãäà ìîæíî ñ÷èòàòü âûïîëíåííûì, óìåíüøèâ ïðè íåîáõîäèìîñòè k.

Îïðåäåëåíèå 17.4. Ôîðìóëà (17.17) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ìíîãîøàãîâûì ( k-
øàãîâûì) ìåòîäîì.

Ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ÿâíûì, åñëè β0 = 0, è íåÿâíûì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
×òîáû ëèíåéûé ìíîãîøàãîâûé ìåòîä (17.17) ìîæíî áûëî èñïîëüçîâàòü äëÿ ÷èñ-

ëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (17.1), íåîáõîäèìî, ÷òîáû óðàâíåíèå (17.17) àïïðîêñèìèðî-
âàëî óðàâíåíèå (17.1).
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Îïðåäåëåíèå 17.5. Âåëè÷èíà

ψn =
k∑

j=0

βjf(u(tn−j))− 1

τ

k∑
j=0

αju(tn−j) (17.19)

íàçûâàåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ àïïðîêñèìàöèè ìåòîäà (17.17).

Âûÿñíèì âîïðîñ î ïîðÿäêå ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè ìåòîäà (17.17) ïðè τ → 0.
Òåîðåìà 17.1. Ìíîãîøàãîâûé ìåòîä (17.17) èìååò ïîãðåøùíîñòü àïïðîêñèìàöèè
ïîðÿäêà p 6 2R òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

k∑
j=0

αj = 0,
k∑

j=0

(
αjj

q + qβjj
q−1

)
= 0, q = 1, . . . , p. (17.20)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçëîæèì u(t) ïî ôîðìóëå Òåéëîðà â òî÷êå tn:

u(t) =

p∑
q=0

(t− tn)q

q!
u(q)(tn) + O((t− tn)p+1). (17.21)

Òàê êàê f(u) = u′(t), òî, äèôôåðåíöèðóÿ (17.21), ïîëó÷èì

f(u(t)) =

p∑
q=0

q
(t− tn)q−1

q!
u(q)(tn) + O((t− tn)p). (17.22)

Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü ðàçëîæåíèÿ (17.21), (17.22) ïðè t = tn−j â (17.19), áóäåì èìåòü

ψn =
k∑

j=0

βj

p∑
q=0

q
(−jτ)q−1

q!
u(q)(tn)−

− 1

τ

k∑
j=0

αj

p∑
q=0

(−jτ)q

q!
u(q)(tn) + O(τ p) =

=

p∑
q=0

(−τ)q−1

q!
u(q)(tn)

k∑
j=0

[
βjqj

q−1 + αjj
q
]
+ O(τ p).

Ïðèðàâíèâàÿ íóëþ êîýôôèöèåíòûòû ïðè τ q−1 äëÿ q = 0, 1, . . . , p, ïîëó÷èì (17.20).
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå 17.3. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (17.17) íå èçìåíèòñÿ, åñëè åãî óìíîæèòü íà
êàêîå-ëèáî ÷èñëî, îòëè÷íîå îò íóëÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åãî êîýôôèöèåíòû îïðåäåëÿþò-
ñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ (äî ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîñòîÿííîé). ×òîáû óñòðàíèòü
ýòîò ïðîèçâîë, ïðîíîðìèðóåì èõ, ïîëàãàÿ, íàïðèìåð,

k∑
j=0

βj = 1. (17.23)
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Çàìå÷àíèå 17.4. Èç (17.20), (17.23) èìååì (p+2) óðàâíåíèÿ äëÿ 2(k+1) êîýôôèöè-
åíòîâ ìåòîäà (17.17). Òåì ñàìûì, ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ëèíåéíîãî
k-øàãîâîãî ìåòîäà åñòü p = 2k.

17.4 Ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ìåòîäîâ Àäàìñà
Èññëåäóåì âîïðîñ î ïîðÿäêå ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè ìåòîäîâ Àäàìñà. Äëÿ ýòîãî
ïåðåïèøåì ñíà÷àëà ÿâíûé ìåòîä Àäàìñà (17.6), (17.7) â âèäå (17.17), ò.å. çàìåíèì n+1
íà n:

un − un−1 = τ

k∑
j=1

bjf(un−j).

Ñðàâíèâàÿ ýòî ñîîòíîøåíèå ñ (17.17), íàõîäèì, ÷òî

α0 = 1, α1 = −1, α2 = · · · = αk = 0, β0 = 0, bj = βj, j = 1, k.

Îïðåäåëèì, äëÿ êàêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâíûå ìåòîäû Àäàìñà òåîðå-
òè÷åñêè äàþò òî÷íîå ðåøåíèå â óçëàõ ñåòêè. Ýòî ïðîèçîéäåò â òîì ñëó÷àå, êîãäà èí-
òåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Lk−1(t), îïðåäåëÿþùèé ÿâíûé ìåòîä Àäàìñà, ñîâïàäàåò ñ
f(u) èëè ñ f(t, u). Ïóñòü f(t, u(t)) = f(t), ò.å. f íå çàâèñèò îò u è ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì
ñòåïåíè íå âûøå k−1. Òîãäà f(t) ñîâïàäàåò ñî ñâîèì èíòåðïîäÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì
Lk−1(t), è ÿâíûé ìåòîä Àäàìñà òî÷åí äëÿ óðàâíåíèé

u′ = qtq−1, q = 0, . . . , k.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè (17.19) íà ðåøåíèÿõ ýòèõ óðàâíåíèé
ðàâíà íóëþ. Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé u = tq â (17.19) ïðè n = 0, ïîëó÷èì

ψ0 =
k∑

j=0

[
βjq(−τj)q−1 − 1

τ
αj(−τj)q

]
= 0, q = 0, . . . , k,

÷òî ñîâïàäàåò ñ ïåðâûìè (k + 1) óðàâíåíèÿìè (17.20). Òåì ñàìûì, ìû äîêàçàëè, ÷òî
ÿâíûé k-øàãîâûé ìåòîä Àäàìñà èìååò ïîðÿäîê ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè íå íèæå
k. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åãî ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè â òî÷íîñòè ðàâåí k.

Óïðàæíåíèå 17.4. Äîêàçàòü, ÷òî ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè íåÿâíîãî k-øàãîâîãî
ìåòîäà Àäàìñà íå íèæå k + 1.

Óïðàæíåíèå 17.5. Äîêàçàòü, ÷òî ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè k-øàãîâîé ôîðìóëû
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íàçàä íå íèæå k.
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17.5 Ïîó÷èòåëüíûé ïðèìåð
Ïîñòðîèì äâóõøàãîâûé ÿâíûé ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè. Ñîãëàñ-
íî ðàíåå ñêàçàííîìó, ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ýòîãî ìåòîäà äîëæåí áûòü ðàâåí òðåì.
Èç (17.20), (17.23) èìååì

α0 + α1 + α2 = 0,

α1 + 2α2 = − (β0 + β1 + β2),

α1 + 4α2 = −2( β1 + 2β2),

α1 + 8α2 = −3( β1 + 4β2),

β0 + β1 + β2 = 1,

β0 = 0.

Ðàçðåøàÿ ýòó ëèíåéíóþ ñèñòåìó, íàõîäèì, ÷òî

α0 =
1

6
, α1 =

2

3
, α2 = −5

6
, β1 =

2

3
, β2 =

1

3
.

Òåì ñàìûì, ìåòîä (17.17) ïðèîáðåòàåò âèä
(

1

6
un +

4

6
un−1 − 5

6
un−2

)
= τ

[
2

3
fn−1 +

1

3
fn−2

]
. (17.24)

Ïðèìåíèì ýòîò ìåòîä ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (17.1) ñ f(u) = λu, ãäå λ=const. Áóäåì
ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íà÷àëüíîå çíà÷åíèå u0 = 1. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à (17.1)
ïðèìåò âèä

u′(t) = λu, u(0) = 1, (17.25)
à åå ðåøåíèåì áóäåò ôóíêöèÿ

u(t) = eλt. (17.26)
Îòâå÷àþùèé (17.25) ìåòîä (17.17) ìîæíî çàïèñàòü òàê

k∑
j=0

(αj − τλβj)un−j = 0, (17.27)

à ïðèìåíèòåëüíî ê ìåòîäó (17.24)
1

6
un +

(
4

6
− 2

3
τλ

)
un−1 +

(
−5

6
− 1

3
τλ

)
un−2 = 0. (17.28)

Ýòî åñòü ëèíåéíîå îäíîðîäíîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè
êîýôôèöèåíòàìè (ñì. �6). Íàéäåì åãî ðåøåíèå. Äëÿ ýòîãî íóæíî íàïèñàòü õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîå óðàâíåíèå, îòâå÷àþùåå ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ (17.28), è íàéòè åãî êîðíè.
Èñêîìîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä

q2 + 4(1− τλ)q − (5 + 2τλ) = 0, (17.29)
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à åãî êîðíè ñóòü
q1 = −2 + 2τλ +

√
9− 6τλ + 4τ 2λ2 = 1 + τλ + O(τ 2λ2),

q2 = −2 + 2τλ−
√

9− 6τλ + 4τ 2λ2 = −5 + O(τλ).
(17.30)

Óïðàæíåíèå 17.6. Äîêàçàòü, ÷òî q1 − eτλ = O(τ 4λ4).
Ïîñêîëüêó êîðíè (17.30) õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ðàçëè÷íû, òî îáùåå ðå-

øåíèå ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (17.28) èìååò âèä
un = c1q

n
1 + c2q

n
2 , (17.31)

ãäå c1 è c2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.
Ðàññìàòðèâàåìûé íàìè ìåòîä (17.24) ÿâëÿåòñÿ äâóõøàãîâûì, è îäíîãî íà÷àëüíîãî

óñëîâèÿ
u0 = 1 (17.32)

äëÿ åãî ðåàëèçàöèè íåäîñòàòî÷íî. Ïîñêîëüêó òî÷íîå ðåøåíèå íàì èçâåñòíî, òî íå
áóäåì ëîìàòü ãîëîâó íàä òåì, êàê çàäàòü íåäîñòàþùåå íà÷àëüíîå óñëîâèå ïðè n = 1,
à ïðîñòî ïîëîæèì

u1 = u(t1) = eτλ. (17.33)
Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ðåøåíèå (17.31) óäîâëåòâîðÿëî óñëîâèÿì (17.32), (17.33). Ïîñëå
ïðîñòûõ âû÷èñëåíèé íàõîäèì, ÷òî èñêîìîå ðåøåíèå èìååò âèä

un =
eτλ − q2

q1 − q2

qn
1 +

q1 − eτλ

q1 − q2

qn
2 . (17.34)

Èçó÷èì ïîâåäåíèå ýòîãî ðåøåíèÿ ïðè n →∞. Ïóñòü t = nτ ôèêñèðîâàíî, à τ → 0.
Òîãäà n = t/τ →∞. Ñ ó÷åòîì (17.30) è óïðàæíåíèÿ 17.6 íàõîäèì, ÷òî

c1 =
eτλ − q2

q1 − q2

=
1 + O(τ) + 5

6 + O(τ)
= 1 + O(τ),

c2 =
q1 − eτλ

q1 − q2

=
O(τ 4)

6 + O(τ)
= O(τ 4).

(17.35)

Äàëåå,
qn
1 =

[
eτλ + O(τ 4)

]n
= eλτn(1 + O(τ 4))n = eλt(1 + O(τ 3)). (17.36)

Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü (17.35), (17.36), (17.30) â (17.34), áóäåì èìåòü
un = [1 + O(τ)] etλ + O(τ 4) [−5 + O(τ)]n .

Ïðîàíàëèçèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò. Ïåðâîå ñëàãàåìîå àïïðîêñèìèðóåò ðåøåíèå
(17.26) çàäà÷è (17.25), à âòîðîå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ ïàðàçèòíûì. Óæå ïðè íå ñëèøêîì
áîëüøèõ n ýòî ñëàãàåìîå ïðåâîñõîäèò ïåðâîå, èáî

O(τ 4) [−5 + O(τ)]n = O

((
t

n

)4
)(

−5 + O

(
t

n

))n

.

Ìåòîä (17.28) ñõîäÿùèìñÿ íå ÿâëÿåòñÿ.
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Óñòîé÷èâîñòü ìíîãîøàãîâûõ ìåòîäîâ

18.1 Íóëü-óñòîé÷èâîñòü
Îáðàòèìñÿ ê ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ (17.27) è ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

ρ(ζ) :=
k∑

j=0

αjζ
k−j, σ(ζ) :=

k∑
j=0

βjζ
k−j. (18.1)

Îïðåäåëåíèå 18.1. Ìíîãî÷ëåíû ρ(ζ) è σ(ς) èç (18.1) íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî
ïåðâûì è âòîðûì ïðîèçâîäÿùèìè ìíîãî÷ëåíàìè ëèíåéíîãî ìíîãîøàãîâîãî ìåòîäà
(17.17).

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, ëèíåéíûé ìíîãîøàãîâûé ìåòîä (17.17) äëÿ óðàâíåíèÿ
(17.25) ïðèíèìàåò âèä ëèíåéíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöè-
åíòàìè (17.27). Åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå åñòü

ρ(q)− τλσ(q) = 0. (18.2)

Ïðèìåíèòåëüíî ê äâóøàãîâîìó ìåòîäó (17.24)

ρ(q) = q2 + 4q − 5,

à êîðíè óðàâíåíèÿ
ρ(q) = 0 (18.3)

ñóòü
q1 = 1, q2 = −5,

ò.å. ñîâïàäàþò ñ ãëàâíûìè ÷ëåíàìè êîðíåé (17.30) õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ(17.29).
Èìåííî íàëè÷èå êîðíÿ q2 è ïðèâåëî ê íåóñòîé÷èâîñòè ìåòîäà (17.24). Òåì ñàìûì,
êîðíè óðàâíåíèÿ (18.3) ïîçâîëÿþò ñóäèòü îá óñòîé÷èâîñòè èëè íåóñòîé÷èâîñòè ìå-
òîäà (17.17). À îíè ñâÿçàíû ñ êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (18.2). Â ñè-
ëó (17.18), α0 6= 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, ñòåïåíè óðàâíåíèé (18.2) è (18.3) ñîâïàäàþò.

183
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Ïîýòîìó õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (18.2) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðåãóëÿðíîå
âîçìóùåíèå(ïðè ìàëûõ τλ) óðàâíåíèÿ (18.3) (îáúÿñíåíèå òåðìèíîâ: êîýôôèöèåíòû
ìíîãî÷ëåíà ρ(ζ) ñóòü ïðåäåëû ïðè τλ → 0 ñîîòâåòñòâóþùèõ êîýôôèöèåíòîâ õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà, è ïîýòîìó ìîæíî ãîâîðèòü î âîçìóùåíèè; ðåãóëÿðíîñòü
åñòü ñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ñòåïåíè âîçìóùåííîãî è íåâîçìóùåííîãî ìíîãî÷ëåíîâ ñîâïà-
äàþò). Íî òîãäà (â ñèëó ðåãóëÿðíîñòè âîçìóùåíèÿ) êîðíè óðàâíåíèÿ (18.3) ÿâëÿþòñÿ
ïðåäåëàìè êîðíåé óðàâíåíèÿ (18.2) ïðè τλ → 0. Ïîýòîìó âîïðîñ î òîì, áóäåò ëè
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (17.27) íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàòü ïðè n → ∞ (è ôèêñèðîâàííîì
t = nτ), ìîæíî ðåøèòü ïðè àíàëèçå êîðíåé óðàâíåíèÿ (18.3). Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå
(18.3) ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì äëÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ

k∑
j=0

αjun−j = 0, (18.4)

êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîëó÷àåòñÿ èç (5.27), åñëè â íåì ïîëîæèòü λ = 0. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî (18.4) åñòü ëèíåéíûé ìíîãîøàãîâûé ìåòîä äëÿ óðàâíåíèÿ

u′ = 0. (18.5)

Òåì ñàìûì, îòáðàêîâêà "ïëîõèõ"(íåóñòîé÷èâûõ) ìåòîäîâ ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíà
ïðè àíàëèçå èõ ñâîéñòâ ïðèìåíèòåëüíî ê óðàâíåíèþ (18.5).

Èòàê, íàëè÷èå ó óðàâíåíèÿ (18.3) êîðíåé, ìîäóëè êîòîðûõ ïðåâîñõîäÿò åäèíèöó,
ïðèâîäèò ê íåóñòîé÷èâîñòè. Îäíàêî îïàñíîñòü ïðåäñòàâëÿþò íå òîëüêî òàêèå êîðíè,
íî è êîðíè, ðàâíûå ïî ìîäóëþ åäèíèöå, åñëè îíè êðàòíûå. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü q1

� êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (18.3) êðàòíîñòè s > 1 òàêîé, ÷òî |q1| = 1.
Òîãäà ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ

Ps−1(n)qn
1

áóäåò ðàñòóùèì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (18.4), â òî âðåìÿ êàê ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (18.5),
êîòîðîå è àïïðîêñèìèðóåò èçó÷àåìîå óðàâíåíèå (18.4), åñòü ïîñòîÿííàÿ.

Îïðåäåëåíèå 18.2. Ãîâîðÿò, ÷òî ëèíåéíûé ìíîãîøàãîâûé ìåòîä (17.17) óäîâëåòâî-
ðÿåò êîðíåâîìó óñëîâèþ, åñëè
1) âñå êîðíè ïåðâîãî ïðîèçâîäÿùåãî ìíîãî÷ëåíà (18.1) ðàñïîëîæåíû â åäèíè÷íîì
êðóãå |ζ| 6 1;
2) íóëè ρ(ζ), ðàñïîëîæåííûå íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè |ζ| = 1 ïðîñòûå.

Îïðåäåëåíèå 18.3. Ëèíåéíûé ìíîãîøàãîâûé ìåòîä (17.17), óäîâëåòâîðÿþùèé
êîðíåâîìó óñëîâèþ, íàçûâàåòñÿ íóëü-óñòîé÷èâûì (óñòîé÷èâûì).

Çàìå÷àíèå 18.1. Åñëè ëèíåéíûé ìíîãîøàãîâûé ìåòîä (17.17) àïïðîêñèìèðóåò êàêîå-
ëèáî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, òî ñðåäè íóëåé ρ(ζ) îáÿçàòåëüíî åñòü ζ = 1, î ÷åì
ñâèäåòåëüñòâóåò ïåðâîå èç óñëîâèé (17.20), ÿâëÿþùåå ñîáîé óñëîâèå ρ(1) = 0.
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Ïðèìåðû. 1◦ ßâíûé è íåÿâíûé ìåòîäû Àäàìñà. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ α0 = 1, α1 = −1,
à îñòàëüíûå αj = 0. Ïîýòîìó

ρ(q) = qk − qk−1

è, ñëåäîâàòåëüíî,
q1 = 1, q2 = · · · = qk = 0.

Ìåòîäû Àäàìñà íóëü-óñòîé÷èâû.
2◦ Äâóõøàãîâàÿ ôîðìóëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íàçàä (17.16).

ρ(q) =
3

2
q2 − 2q +

1

2
,

q1 = 1, q2 = 1/3.

Ìåòîä íóëü-óñòîé÷èâ.
3◦ Òðåõøàãîâàÿ ôîðìóëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íàçàä (17.3)

ρ(q) =
11

6
q3 − 3q2 +

3

2
q − 1

3
.

Õîòÿ ýòî è ìíîãî÷ëåí òðåòüåé ñòåïåíè, íóëè åãî ëåãêî íàõîäÿòñÿ, èáî îäèí èç åãî
íóëåé åñòü q1 = 1. Äåëÿ ρ(q) íà (q − 1), ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

11

6
q2 − 7

6
q +

1

3
= 0

ñ êîðíÿìè

q2,3 =
7± i

√
39

22
.

Îòñþäà ∣∣q2,3

∣∣2= 2

11
< 1.

Ìåòîä íóëü-óñòîé÷èâ.

Òåîðåìà 18.1 (Ïåðâûé áàðüåð Äàëêâèñòà). Ïîðÿäîê p óñòîé÷èâîãî ëèíåéíîãî
k-øàãîâîãî ìåòîäà ïîä÷èíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îãðàíè÷åíèÿì:
p 6 k äëÿ ÿâíûõ ìåòîäîâ;
p 6 k + 1 äëÿ íåÿâíûõ ìåòîäîâ ïðè íå÷åòíîì k;
p 6 k + 2 äëÿ íåÿâíûõ ìåòîäîâ ïðè ÷åòíîì k.

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû ìîæåò ñëóæèòü ïîñòðîåí-
íûé íàìè â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ÿâíûé äâóõøàãîâûé ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿä-
êà àïïðîêñèìàöèè p = 3, êîòîðûé îêàçàëñÿ íåóñòîé÷èâûì.

Óïðàæíåíèå 18.1. Ïîñòðîèòü îáùèé ÿâíûé óñòîé÷èâûé äâóõøàãîâûé ìåòîä ìàê-
ñèìàëüíîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè.
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Îòâåò: α0 � ïàðàìåòð ìåòîäà,

α1 = 1− 2α0, α2 = α0 − 1,

β0 = 0, β1 =
1

2
+ α0, β2 =

1

2
− α0.

Óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè: 1/2 6 α0 < ∞. Ïðè α0 = 1 èìååì ÿâíûé ìåòîä Àäàìñà, ïðè
α0 = 1/2 � ìåòîä ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ øàãîì τ ′ = 2τ . Ïðè α0 = 1/6 ìåòîä èìååò
ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè O(τ 3), íî íåóñòîé÷èâ.

Óïðàæíåíèå 18.2. Ïîñòðîèòü óñòîé÷èâûé äâóõøàãîâûé ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî
ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè.

Îòâåò:
α0 = 1/2, α1 = 0, α2 = −1/2,

β0 = 1/6, β1 = 2/3, β2 = 1/6.

Ýòîò ìåòîä èíîãäà íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì Ñèìïñîíà (ïî àíàëîãèè ñ îäíîèìåííîé êâàä-
ðàòóðíîé ôîðìóëîé). Ìåòîä èìååò ÷åòâåðòûé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè.

18.2 Æåñòêèå çàäà÷è
Ïðè îïðåäåëåíèè íóëü-óñòîé÷èâîñòè ìíîãîøàãîâîãî ìåòîäà ìû ìîãëè îãðàíè÷èòü-
ñÿ èçó÷åíèåì ïðîñòåéøåãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (18.5), èáî ïðîèçâîäÿùèé
ìíîãî÷ëåí ρ(ζ) èç (18.1) ìíîãîøàãîâîãî ìåòîäà (17.17), îò ðàñïîëîæåíèÿ íóëåé êî-
òîðîãî çàâèñèò, áóäåò ëè ìåòîä óñòîé÷èâûì èëè íåò, ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì
ìíîãî÷ëåíîì èìåííî â ïðèìåíåíèè ê óðàâíåíèþ (18.5). Óñëîâèå íóëü-óñòîé÷èâîñòè
ïðåäúÿâëÿåò ìèíèìàëüíûå òðåáîâàíèÿ ê ÷èñëåííîìó ìåòîäó, ïðîèçâîäÿ ëèøü ãðóáóþ
îòáðàêîâêó àáñîëþòíî íåïðèãîäíûõ äëÿ âû÷èñëåíèé ìåòîäîâ. Ïî ñóùåñòâó, íóëü-
óñòîé÷èâîñòü ìåòîäà îáåñïå÷èâàåò ëèøü îãðàíè÷åííîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ äëÿ
êîíå÷íîãî âðåìåííîãî èíòåðâàëà [0, T ] ïðè n →∞.

Îäíàêî èìåþòñÿ çàäà÷è, îòûñêàíèå ðåøåíèé êîòîðûõ ïðè ïîìîùè òîëüêî íóëü-
óñòîé÷èâûõ ìåòîäîâ îêàçûâàåòñÿ âåñüìà çàòðóäíèòåëüíûì, åñëè íå íåâîçìîæíûì.
Ïðîùå âñåãî îáúÿñíèòü âîçíèêàþùèå òðóäíîñòè íå íà ïðèìåðå îäíîãî óðàâíåíèÿ,
à íà ïðèìåðå ñèñòåì óðàâíåíèé.

Ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïî-
ñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

u′ = Au, u(0) = u0, (18.6)

ãäå u = [u1 u2]
T , à

A =

[
a11 a12

a21 a22

]
.
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Íàéäåì è ïðîàíàëèçèðóåì ðåøåíèå çàäà÷è (18.6). Êàê îáû÷íî, áóäåì åãî èñêàòü â
âèäå

u(t) = ξeλt, (18.7)

ãäå ξ � äâóìåðíûé ÷èñëîâîé âåêòîð, à λ � ïîñòîÿííàÿ. Ïîäñòàâëÿÿ (18.7) â (18.6),
íàõîäèì, ÷òî

λξeλt = eλtAξ,

à, ñîêðàùàÿ íà eλt, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

Aξ = λξ. (18.8)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî A � ìàòðèöà ïðîñòîé ñòðóêòóðû, ò.å. ó íåå èìååòñÿ ïîëíûé
íàáîð ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Òîãäà

Aξ1 = λ1ξ1, Aξ2 = λ2ξ2

è ξ1 è ξ2 ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (18.6) ïðèíèìàåò âèä

u(t) = c1ξ1e
λ1t + c2ξ2e

λ2t, (18.9)

à ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (18.6) ïîëó÷àåòñÿ îòñþäà ïðè çíà÷åíèÿõ c1 è c2, íàéäåííûõ
èç àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû

ξ1c1 + ξ2c2 = u0. (18.10)

Áóäåì äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ1 è λ2 äåéñòâèòåëüíû.
Áîëåå ñóùåñòâåííûì äëÿ íàñ áóäåò ïðåäïîëîæåíèå îá èõ îòðèöàòåëüíîñòè

λ1 < 0, λ2 < 0. (18.11)

Â ñèëó ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé ìîäóëè êîìïîíåíò u1 è u2 ðåøåíèÿ (18.9) áóäåò
ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ïðè t →∞.
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0 1 2

0.5

1

t 

t* 

eλ
1
t 

eλ
2
t 

Ðèñ. 1

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü äîïîëíèòåëüíî, ÷òî

λ1 = O(1), |λ2| À |λ1|. (18.12)

Òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå eλ2t óáûâàåò çíà÷èòåëüíî áûñòðåå eλ1t, òî ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ
t∗ ñîñòàâëÿþùàÿ c2ξ2e

λ2t ðåøåíèÿ (18.9) áóäåò ïðàêòè÷åñêè ðàâíîé íóëþ, è ðåøåíèå
áóäåò ïî÷òè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿòüñÿ ñîñòàâëÿþùåé c1ξ1e

λ1t. (ñì. ðèñ. 1)
Â ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè åñòåñòâåííî áûëî áû îæèäàòü, ÷òî è ó ÷èñëåííîãî

ðåøåíèÿ çàäà÷è (18.6) ìîäóëè êîìïîíåíò õîòÿ áû íå âîçðàñòàëè.
Ïðèìåíèì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (18.6) ìåòîä Ýéëåðà

un+1 − un

τ
= Aun, u0 = u0. (18.13)

Íàéäåì ðåøåíèå çàäà÷è (18.13). Èñêàòü åãî áóäåì â âèäå (ñì. (6.30))

un = ξqn, q = const 6= 0. (18.14)

Ïîäñòàâëÿÿ (18.14) â (18.13), ïîëó÷èì

qn q − 1

τ
ξ = qnAξ,
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à ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà qn îáíàðóæèâàåì, ÷òî äëÿ îòûñêàíèÿ ξ èìååì çàäà÷ó (18.8) ñ
λ = (q − 1)/τ . Ïîýòîìó q = 1 + τλ, è ðåøåíèå çàäà÷è (18.13) åñòü

un = c1ξ1(1 + τλ1)
n + c2ξ2(1 + τλ2)

n, (18.15)

ãäå c1, c2 � ðåøåíèå ñèñòåìû (18.10).
×òîáû ìîäóëè êîìïîíåíò ðåøåíèÿ (18.15) íå âîçðàñòàëè ïðè n → ∞, íåîáõîäèìî

è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ

|1 + τλ1| 6 1, |1 + τλ2| 6 1,

÷òî âìåñòå ñ (18.11) è (18.12) ïðèâîäèò ê óñëîâèþ

τ 6 2/|λ2| ¿ 1. (18.16)

Îãðàíè÷åíèå (18.16), âîîáùå ãîâîðÿ, ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî æåñòêèì. Åñëè ïðè t 6 t∗

ýòî îãðàíè÷åíèå âïîëíå ðàçóìíî, è äàæå èç ñîîáðàæåíèé àïïðîêñèìàöèè è òî÷íîñòè
íóæíî òðåáîâàòü τ ¿ 2/|λ2|, òî ïðè t > t∗, êîãäà âòîðàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ êàæäîé
êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ (18.15) âðîäå áû íå äîëæíà ïîñòàâëÿòü íîâîé èíôîðìàöèè, è
æåëàòåëüíî áûëî áû óâåëè÷èòü øàã τ ñ òîé öåëüþ, ÷òîáû ñýêîíîìèòü ðåñóðñû è
íå âîñïðîèçâîäèòü ïåðâóþ ñîñòàâëÿþùóþ ñ èçëèøíåé òî÷íîñòüþ. Íî òîãäà ïðèäåòñÿ
íàðóøèòü óñëîâèå (18.16), ÷òî ïðèâåäåò ê ðåçêîìó âîçðàñòàíèþ âòîðîé ñîñòàâëÿþùåé
ðåøåíèÿ è ïîëíîé ïîòåðå òî÷íîñòè.
Îïðåäåëåíèå 18.4. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (18.6) ñ ïîñòîÿííîé

ìàòðèöåé A ïîðÿäêà m íàçûâàåòñÿ æåñòêîé, åñëè
1◦ Reλj < 0 , j = 0, . . . , m,
2◦ îòíîøåíèå

S =
max

j
|Reλj|

min
j
|Reλj| À 1. (18.17)

Îïðåäåëåíèå 18.5. ×èñëî S èç (18.17) íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì æåñòêîñòè
çàäà÷è (18.6).
Çàìå÷àíèå 18.2. Äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû ñ ìàòðèöåé A, çàâèñÿùåé îò t, êîýôôèöèåíò
æåñòêîñòè òàêæå çàâèñèò îò t, è, åñëè îí âåëèê äëÿ êàêèõ-ëèáî t èç èíòåðåñóþùåãî
íàñ èíòåðâàëà, òî ñèñòåìà æåñòêàÿ. Äëÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì æåñòêîñòü îïðåäåëÿåòñÿ
â îêðåñòíîñòè êàêîãî-ëèáî ðåøåíèÿ ïðè ïîìîùè ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû ßêîáè.

Ïðèìåíèì òåïåðü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (18.6) íåÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà

un+1 − un

τ
= Aun+1.

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà (18.14), íàõîäèì, ÷òî

qn+1 1− q−1

τ
ξ = qn+1Aξ,
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ò.å. λτ = (1− q−1) , q = (1− τλ)−1 è

un = c1ξ1(1− τλ)−n + c2ξ2(1− τλ2)
−n.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (18.11) ìîäóëè êîìïîíåíò un ìîíîòîííî óáû-
âàþò ïðè n → ∞ ïðè ëþáûõ τ , è, ñëåäîâàòåëüíî, τ ìîæíî âûáèðàòü òîëüêî èç
ñîîáðàæåíèé òî÷íîñòè.

Íåÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà ïðè ðåøåíèè æåñòêèõ ñèñòåì îêàçàëñÿ ñóùåñòâåííî áîëåå
óñòîé÷èâûì, ÷åì ïðîñòî ìåòîä Ýéëåðà.

Êàê îòîáðàòü ìåòîäû, ïðèãîäíûå äëÿ ðåøåíèÿ æåñòêèõ çàäà÷? Óæåñòî÷èòü òðå-
áîâàíèå óñòîé÷èâîñòè.

18.3 A-óñòîé÷èâîñòü
Åñëè ïðè îïðåäåëåíèè íóëü-óñòîé÷èâîñòè îñíîâíîé ìîäåëüþ áûëî óðàâíåíèå (18.5),
òî òåïåðü ñëåäóåò îáðàòèòüñÿ ê óðàâíåíèþ (17.25). Ìíîãîøàãîâûé ìåòîä (17.17) â
ïðèìåíåíèè ê ëèíåéíîìó îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ (17.25) èìååò âèä (17.27), à õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ýòîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (18.2).

Îïðåäåëåíèå 18.6. Ëèíåéíûé ìíîãîøàãîâûé ìåòîä (17.17) â ïðèìåíåíèè ê óðàâ-
íåíèþ (17.25) íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî óñòîé÷èâûì äëÿ äàííîãî λ è äàííîãî τ , åñëè ïðè
óêàçàííîì çíà÷åíèè τλ âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (18.2) ðàñïîëîæåíû
âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà.

Îïðåäåëåíèå 18.7. Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè τλ, äëÿ êîòîðûõ
ëèíåéíûé ìíîãîøàãîâûé ìåòîä (17.17) â ïðèìåíåíèè ê (17.25) àáñîëþòíî óñòîé÷èâ,
íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè ìåòîäà.

Ïðèìåð 4◦. Ìåòîä Ýéëåðà (15.7). Åäèíñòâåííûé êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ q = 1 + τλ. Óñëîâèå àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè

|1 + τλ| 6 1.

Îáëàñòüþ àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûé êðóã ñ öåíòðîì â òî÷êå τλ =
−1. (ñì. ðèñ. 2)

Ïðèìåð 5◦. Íåÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà (15.8). Óñëîâèå àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè

|q| = |1− τλ|−1 6 1, ò.å. |1− τλ| > 1.

Îáëàñòüþ àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè ÿâëÿåòñÿ âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà ñ öåíòðîì
â òî÷êå τλ = 1.(ñì. ðèñ. 3)

Îïðåäåëåíèå 18.8. Ëèíåéíûé ìíîãîøàãîâûé ìåòîä (17.17) íàçûâàåòñÿ A-óñòîé÷èâàûì,
åñëè îáëàñòü åãî àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè ñîäåðæèò ëåâóþ ïîëóïëîñêîñòü Re(τλ) < 0.
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–1

0

1
 

–2 –1

τ λ

Ðèñ. 2

–1

0

1
 

1 2

τ λ

Ðèñ. 3

Èç ïðèâåäåííûõ ïðèìåðîâ ñëåäóåò, ÷òî ìåòîä Ýéëåðà íå ÿâëÿåòñÿ A-óñòîé÷èâûì,
à íåÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà A-óñòîé÷èâ.

Ïðèìåð 6◦. Ìåòîä òðàïåöèé (15.12). Ïðèìåíèòåëüíî ê óðàâíåíèþ (17.25) ýòîò
ìåòîä èìååò âèä

un+1 − un

τ
= λ

un+1 + un

2
,

à åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå åñòü (q − 1)/τ = λ(q + 1)/2. Îòñþäà íàõîäèì
åäèíñòâåííûé êîðåíü

q =
1 + τλ/2

1− τλ/2

è óñëîâèå àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè

|q| =
∣∣∣∣
1 + τλ/2

1− τλ/2

∣∣∣∣6 1

èëè ∣∣1 + τλ/2
∣∣6

∣∣1− τλ/2
∣∣.

Ïóñòü τλ = x + iy. Òîãäà óñëîâèå àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè ïðèìåò âèä
∣∣∣∣1 +

x

2
+ i

y

2

∣∣∣∣6
∣∣∣∣1−

x

2
− i

y

2

∣∣∣∣.

èëè (
1 +

x

2

)2

+
y2

4
6

(
1− x

2

)2

+
y2

4
.

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè, íàõîäèì, ÷òî óñëîâèå àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè åñòü

x = Re(τλ) < 0.

Îáëàñòüþ àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè ìåòîäà òðàïåöèé ÿâëÿåòñÿ ëåâàÿ ïîëóïëîñêîñòü
Re(τλ) < 0 (Ðèñ. 4). Ìåòîä A-óñòîé÷èâ.
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τ λ

Ðèñ. 4

Òåîðåìà 18.2. Ñðåäè ëèíåéíûõ ìíîãîøàãîâûõ ìåòîäîâ (17.17) íå ñóùåñòâóåò
ÿâíûõ A-óñòîé÷èâûõ ìåòîäîâ.

Òåîðåìà 18.3. Ñðåäè íåÿâíûõ ëèíåéíûõ ìíîãîøàãîâûõ ìåòîäîâ (17.17) íå ñóùå-
ñòâóåò A-óñòîé÷èâûõ ìåòîäîâ, èìåþùèõ ïîðÿäîê òî÷íîñòè âûøå âòîðîãî.

Ïðèìåð 7◦. Äâóõøàãîâàÿ ôîðìóëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íàçàä. Ýòîò ìåòîä çàäà-
åòñÿ ñîîòíîøåíèåì (17.16)

(
3

2
un+1 − 2un +

1

2
un−1

)
= τf(un+1). (18.18)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå, îòâå÷àþùåå ýòîìó ìåòîäó â ïðèìåíåíèè ê óðàâíåíèþ
(17.25) åñòü

3

2
q2 − 2q +

1

2
− τλq2 = 0. (18.19)

Îïðåäåëèì îáëàñòü àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè ýòîãî ìåòîäà. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî
íàéòè åå ãðàíèöó, ò.å. òàêîå ìíîæåñòâî êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè z = τλ, ãäå |q(z)| = 1.
Ñ ýòîé öåëüþ âûðàçèì èç (18.19) τλ ÷åðåç q

z =
3

2
− 2

q
+

1

2q2
. (18.20)

Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóþò çíà÷åíèÿ |q| = 1, òî ïóñòü q = e−iϕ. Îòñþäà è èç (18.20)

z =
3

2
− 2eiϕ +

1

2
e2iϕ. (18.21)
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Ïðè èçìåíåíèè àðãóìåíòà ϕ îò 0 äî 2π òî÷êà z èç (18.21) îïèñûâàåò çàìêíóòóþ êðè-
âóþ, ñèììåòðè÷íóþ îòíîñèòåëüíî äåéñòâèòåëüíîé îñè (ôóíêöèÿ sin kϕ � íå÷åòíàÿ),
êîòîðàÿ è ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé îáëàñòè àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè.

z =
3

2
− 2 cos ϕ +

1

2
cos 2ϕ + i(−2 sin ϕ +

1

2
sin 2ϕ) =

=
3

2
− 2 cos ϕ + cos2 ϕ− 1

2
+ i(−2 sin ϕ + sin ϕ cos ϕ) =

= (1− cos ϕ)2 ± i
√

1− cos2 ϕ(2− cos ϕ) =

= (1− t)2 ± i
√

1− t2(2− t), t = cos ϕ.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
Re z = (1− t)2 > 0,

è, ñëåäîâàòåëüíî, êðèâàÿ ðàñïîëîæåíà â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè. Ïîñòðîèì åå. Ìíè-
ìàÿ ÷àñòü z(t) îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè t = ±1. Äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü z(t) ïðè ýòèõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ðàâíà 0 è 4.

Èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

max
[−1,1]

Im z(t) = Im z

(
1−√3

2

)
=

(3 +
√

3) 4
√

3

2
√

2
≈ 2.20,

Re z

(
1−√3

2

)
=

2 +
√

3

2
≈ 1.86.

Èç (18.20) íàõîäèì, ÷òî ïðè

|q| → ∞, z → 3

2
∈ G,

è, ñëåäîâàòåëüíî, âíóòðåííîñòü îáëàñòè � îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè. Òåì ñàìûì, âíå
G (Ðèñ. 5) |q| < 1, è ìåòîä àáñîëþòíî óñòîé÷èâ, à, ñëåäîâàòåëüíî, è A-óñòîé÷èâ. Ýòîò
ìåòîä âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè.

Ïðèìåð 8◦. Òðåõøàãîâàÿ ôîðìóëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íàçàä. (Óïðàæíåíèå 17.3)
11

6
un+1 − 3un +

3

2
un−1 − 1

3
un−2 = τλun+1. (18.22)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ýòîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä
11

6
q3 − 3q2 +

3

2
q − 1

3
= τλq3. (18.23)

Ñíîâà ïîëîæèì |q| = 1, ò.å. q = e−iϕ è τλ = z. Òîãäà

z =
11

6
− 3eiϕ +

3

2
e2iϕ − 1

3
e3iϕ.
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2 

4

τ λ

Ðèñ. 5

Îáîçíà÷àÿ cos ϕ = t, ïîñëå ïðîñòûõ âû÷èñëåíèé íàõîäèì, ÷òî

z = −1

3
(t− 1)2(4t− 1)± i

3

√
1− t2(4t2 − 9t + 8).

Ïðè t = ±1 Im z = 0, à Re z = 0 èëè 20/3. Èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî Re z êàê
ôóíêöèÿ t ïðèíèìàåò ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè t = 1/2 è t = 1. Çíà÷åíèå t = 1 ìû
óæå ðàññìîòðåëè, à

Re z (1/2) = minRe (t) = −1/12, Im z(1/2) = ±3
√

3/4 ≈ ±1.30

è, ñëåäîâàòåëüíî, ÷àñòü ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ðàñïîëîæåíà â ëåâîé ïîëóïëîñ-
êîñòè. Êàê ëåãêî âèäåòü, ìíèìóþ îñü ãðàíèöà óñòîé÷èâîñòè ïåðåñåêàåò ïðè t = 1/4
è

Im z(1/4) = ±
√

15/2 ≈ ±1.94.

Ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ Im z(t) ïðèíèìàåò â òî÷êå

t∗ = −1

2

[
(2 +

√
3)1/3 + (2 +

√
3)−1/3 − 1

]
≈ −0.60,

ïðè÷åì
Im z(t∗) ≈ ±3.96, Re z(t∗) ≈ 2.89.

Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè èçîáðàæåíà íà ðèñ. 6.
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6
τ λ

Ðèñ. 6.

Îïðåäåëåíèå 18.9. Ëèíåéíûé ìíîãîøàãîâûé ìåòîä íàçûâàåòñÿ A(α)-óñòîé÷èâûì,
åñëè åãî îáëàñòü àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè ñîäåðæèò óãîë

∣∣arg (−τλ)
∣∣< α.

Çàìå÷àíèå 18.3. A(π/2)- è A- óñòîé÷èâîñòè ñîâïàäàþò.

Òåîðåìà 18.4. Ñóùåñòâóþò ìíîãîøàãîâûå ìåòîäû 3-ãî è 4-ãî ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè
A(α)-óñòîé÷èâûå ïðè ëþáûõ α < π/2.

Òåîðåìà 18.5. ßâíûå ëèíåéíûå ìíîãîøàãîâûå ìåòîäû íå ÿâëÿþòñÿ A(α) - óñòîé-
÷èâûìè íè ïðè êàêèõ α.

Òåîðåìà 18.6. Ìåòîäû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íàçàä ïðè k 6 6 ÿâëÿþòñÿ A(α) -
óñòîé÷èâûìè ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèÿõ α 6= 0.

Óïðàæíåíèå 18.3. Èññëåäîâàòü îáëàñòü àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè äâóõøàãîâîãî
íåÿâíîãî ìåòîäà Àäàìñà.



196 � 18. ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÌÍÎÃÎØÀÃÎÂÛÕ ÌÅÒÎÄÎÂ

18.4 Óñòîé÷èâîñòü ìåòîäîâ Ðóíãå-Êóòòû
Êàê áûëî óæå îòìå÷åíî, ìåòîäû (âñå) Ðóíãå-Êóòòû ÿâëÿþòñÿ íóëü-óñòîé÷èâûìè.
Èññëåäóåì îáëàñòè àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè íåêîòîðûõ èç ýòèõ ìåòîäîâ. Ðàññìîòðèì
ÿâíûé òðåõýòàïíûé ìåòîä òðåòüåãî ïîðÿäêà, çàäàâàåìûé òàáëèöåé (16.44), êîòîðàÿ
èìååò âèä

1/2 1/2

1 −1 2

1/6 2/3 1/6

Ïðèìåíèòåëüíî ê óðàâíåíèþ (17.25) ýòîò ìåòîä çàäàåòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè

Y1 = un,

Y2 = un +
τλ

2
Y1,

Y3 = un − τλY1 + 2τλY2,

un+1 = un + τλ

(
1

6
Y1 +

2

3
Y2 +

1

6
Y3

)
.

Èñêëþ÷àÿ èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ïðîìåæóòî÷íûå âåëè÷èíû Y1, Y2 è Y3, áóäåì èìåòü

Y2 =

(
1 +

τλ

2

)
un,

Y3 =

[
1− τλ + 2τλ

(
1 +

τλ

2

)]
un = (1 + τλ + τ 2λ2)un,

un+1 =

{
1 + τλ

[
1

6
+

2

3

(
1 +

τλ

2

)
+

1

6
(1 + τλ + τ 2λ2)

]}
un =

=

(
1 + τλ +

τ 2λ2

2
+

τ 3λ3

6

)
un.

Ýòî åñòü ëèíåéíîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà, åäèíñòâåííûé êîðåíü õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ êîòîðîãî ðàâåí

q = 1 + τλ +
τ 2λ2

2
+

τ 3λ3

6
= eτλ + O(τ 4λ4).

Îáîçíà÷èì τλ ÷åðåç z. Òîãäà

q = 1 + z +
z2

2
+

z3

6
.

Ýòîò êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ åñòü ìíîãî÷ëåí òðåòüåé ñòåïåíè îò z è â
ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè Re z < 0 îãðàíè÷åííûì áûòü íå ìîæåò. Ìåòîä íå ÿâëÿåòñÿ A(α)
-óñòîé÷èâûì íè ïðè êàêîì α.
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Ðàññìîòðèì òåïåðü äâóõýòàïíûé ìåòîä òðåòüåãî ïîðÿäêà, çàäàâàåìûé òàáëèöåé
(16.33), êîòîðàÿ èìååò âèä

θ1 = γ γ 0
θ2 = 1− γ 1− 2γ γ

1/2 1/2
γ =

3±√3

6
.

Ïðèìåíèòåëüíî ê óðàâíåíèþ (17.25) ýòîò ìåòîä çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

Y1 = un + γτλY1,

Y2 = un + τλ(1− 2γ)Y1 + τλγY2,

un+1 = un +
τλ

2
(Y1 + Y2).

Êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, ïîëîæèì τλ = z è èñêëþ÷èì Y1 è Y2. Ðåøàÿ ñèñòåìó
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî Y1 è Y2 (ïåðâûå
äâà óðàâíåíèÿ) è ïîäñòàâëÿÿ ðåçóëüòàò â òðåòüå óðàâíåíèå, íàõîäèì, ÷òî

Y1 =
un

1− γz
, Y2 =

1 + (1− 3γ)z

(1− γz)2
un,

un+1 =

[
1 +

z

2

(
1

1− γz
+

1 + (1− 3γ)z

(1− γz)2

)]
un.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åäèíñòâåííûì êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ

q =
1− 2γz + γ2z2 + z/2− γz2/2 + z/2 + (1− 3γ)z2/2

(1− γz)2
=

=
1 + (1− 2γ)z + (γ2 − 2γ + 1/2)z2

1− 2γz + γ2z2
=

P (z)

Q(z)
.

Ýòîò êîðåíü ÿâëÿåòñÿ äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé, ïîëþñîì âòîðîãî ïîðÿäêà êî-
òîðîé ÿâëÿåòñÿ òî÷êà z = γ−1 = (3∓√3)/6, ðàñïîëîæåííàÿ â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè. Â
ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè ýòà ôóíêöèÿ àíàëèòè÷íà è, ñëåäîâàòåëüíî, ìàêñèìóì åå ìîäóëÿ
çäåñü íå ïðåâîñõîäèò ìàêñèìóìà ìîäóëÿ íà ãðàíèöå, ò.å. ïðè z = iy. Îöåíèì åå ìîäóëü
íà ìíèìîé îñè. Èìååì

|P (iy)|2 =
[
1− (γ2 − 2γ + 1/2)y2

]2
+ (1− 2γ)2y2 =

= 1− 2(γ2 − 2γ + 1/2)y2 + (γ2 − 2γ + 1/2)2y4 + (1− 4γ + 4γ2)y2 =

= 1 + 2γ2y2 + (γ2 − 2γ + 1/2)2y4

è
|Q(iy)|2 = (1− γ2y2)2 + 4γ2y2 = 1 + 2γ2y2 + γ4y4.

Îòñþäà ∣∣∣∣
P (iy)

Q(iy)

∣∣∣∣
2

=
1 + 2γ2y2 + (γ2 − 2γ + 1/2)2y4

1 + 2γ2y2 + γ4y4
.
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Äîáàâèì ê ÷èñëèòåëþ è âû÷òåì èç íåãî γ4y4, ïîñëå ÷åãî âûäåëèì åäèíèöó
∣∣∣∣
P (iy)

Q(iy)

∣∣∣∣
2

= 1 +
(γ2 − 2γ + 1/2− γ2)(γ2 − 2γ + 1/2 + γ2)y4

(1 + γ2y2)2
.

Ïîäñòàâèì âìåñòî γ åãî çíà÷åíèÿ èç (16.33). Íàéäåì, ÷òî

−2γ + 1/2 =
−3∓ 2

√
3

6
,

à
2γ2 − 2γ + 1/2 =

9 + 3± 6
√

3

18
+
−3∓ 2

√
3

6
=

1

6.

Ïîýòîìó ∣∣∣∣
P (iy)

Q(iy)

∣∣∣∣
2

= 1− 3± 2
√

3

36

y4

(1 + γ2y2)2
.

Ïîñêîëüêó ýòî âûðàæåíèå íå ìåíüøå íóëÿ, à ïðè γ = (3+
√

3)/6 (âåðõíèé çíàê â êîýô-
ôèöèåíòå ó âòîðîãî ñëàãàåìîãî) âû÷èòàåìîå íåîòðèöàòåëüíî, òî â ðàññìàòðèâàåìîì
ñëó÷àå ∣∣∣∣

P (iy)

Q(iy)

∣∣∣∣6 1,

è èçó÷àåìûé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ A-óñòîé÷èâûì. Ïðè γ = (3−√3)/6 âû÷èòàåìîå îòðèöà-
òåëüíî, è ïîýòîìó |P (iy)/Q(iy)| > 1 äëÿ y 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå ìåòîä A-óñòîé÷èâûì íå
ÿâëÿåòñÿ. Îáëàñòè àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè ýòèõ ìåòîäîâ èçîáðàæåíû íà ðèñóíêàõ
7 è 8, ñîîòâåòñòâåííî.

Òåì ñàìûì, îäèí èç ìåòîäîâ (16.33), èìåííî, îòâå÷àþùèé γ = (3+
√

3)/6, ÿâëÿåòñÿ
A-óñòîé÷èâûì, â òî âðåìÿ êàê âòîðîé òàêèì ñâîéñòâîì íå îáëàäàåò è äàæå íå ÿâëÿåòñÿ
A(α)-óñòîé÷èâûì.

Óïðàæíåíèå 18.4. Äîêàçàòü, ÷òî íåÿâíûé äâóõýòàïíûé ìåòîä Ðóíãå-Êóòòû ÷åò-
âåðòîãî ïîðÿäêà (îïòèìàëüíûé äâóõýòàïíûé ìåòîä) (16.34) ÿâëÿåòñÿ A(α)-óñòîé÷èâûì.
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12

τ λ
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–12
τ λ

Ðèñ. 8
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Ãëàâà V

×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ êðàåâûõ
çàäà÷ äëÿ îáûêíîâåííûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

201





� 19

Ýëåìåíòû òåîðèè ðàçíîñòíûõ ñõåì

19.1 Ââåäåíèå

Ïðîñòåéøèì ñîäåðæàòåëüíûì ïðèìåðîì êðàåâîé çàäà÷è äëÿ îáûêíîâåííîãî äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé

−u′′(x) = f(x), 0 < x < l, (19.1)

u(0) = g0, u(1) = g1. (19.2)

Ó êðàåâîé çàäà÷è, â îòëè÷èå îò çàäà÷è Êîøè, äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ, âûäåëÿþùèå
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (19.1), çàäàþòñÿ íå â îäíîé òî÷êå, à â íåñêîëüêèõ
(îáû÷íî â äâóõ), è íàçûâàþòñÿ êðàåâûìè (èëè ãðàíè÷íûìè) óñëîâèÿìè. Ýòî âíîñèò
äîïîëíèòåëüíûå òðóäíîñòè â ïðîöåññ ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Ìû áóäåì èçó÷àòü ðàçíîñòíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷. Äëÿ ýòîãî íà îò-
ðåçêå [0, l] ââåäåì ñåòêó

ω :=
{
x = xi = ih

∣∣ i = 0, . . . , N
}

.

Òî÷êè xi áóäåì íàçûâàòü óçëàìè ñåòêè, à ÷èñëî h = l/N � åå øàãîì. Ââåäåííàÿ ñåòêà
ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíîé. Åñëè áû ðàññòîÿíèÿ ìåæäó óçëàìè ìåíÿëîñü ïðè ïåðåõîäå îò
îäíîãî óçëà ê äðóãîìó, òî ñåòêà áûëà áû íåðàâíîìåðíîé.

Ñóòü ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðîèçâîäíûå, âõîäÿùèå â äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå è ãðà-
íè÷íûå óñëîâèÿ, çàìåíÿþòñÿ ïîäõîäÿùèìè ðàçíîñòíûìè îòíîøåíèÿìè. Â ðåçóëüòàòå
êðàåâàÿ çàäà÷à çàìåíÿåòñÿ (àïïðîêñèìèðóåòñÿ) ñèñòåìîé àëãåáðàè÷åñêèõ (ëèíåéíûõ,
åñëè èñõîäíàÿ çàäà÷à áûëà ëèíåéíîé) óðàâíåíèé, ðåøåíèå êîòîðîé è ïðèíèìàåòñÿ çà
ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è.

203
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Íàïîìíèì ïðîñòåéøèå àïïðîêñèìàöèè ïåðâîé è âòîðîé ïðîèçâîäíûõ
u(xi)− u(xi−1)

h
= u′(xi) + O(h), (19.3)

u(xi+1)− u(xi)

h
= u′(xi) + O(h), (19.4)

u(xi+1)− u(xi−1)

2h
= u′(xi) + O(h2), (19.5)

−u(xi+2) + 4u(xi+1)− 3u(xi)

2h
= u′(xi) + O(h2), (19.6)

u(xi+1)− 2u(xi) + u(xi−1)

h2
= u′′(xi) + O(h2). (19.7)

Äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè ñîîòíîøåíèé (19.3) è (19.4) äîñòàòî÷íî, ÷òîáû u(x) ∈ C2, äëÿ
ñïðàâåäëèâîñòè (19.5) è (19.6) � u(x) ∈ C3, äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè (19.7) � u(x) ∈ C4. Â
ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ ïóòåì ðàçëîæåíèÿ ëåâûõ ÷àñòåé (19.3)-(19.7) â òî÷êå x = xi ïî
ôîðìóëå Òåéëîðà.
Óïðàæíåíèå 19.1. Óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè (19.3)-(19.7).
Çàìå÷àíèå 19.1. Åñëè ôóíêöèþ u(x) çàìåíèòü èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì
Ëàãðàíæà ïåðâîé ñòåïåíè ïî óçëàì xi−1 è xi èëè xi è xi+1, à çàòåì åãî ïðîäèôôå-
ðåíöèðîâàòü, òî ïîëó÷èì ëåâûå ÷àñòè ñîîòíîøåíèé (19.3), (19.4). Çàìåíÿÿ u(x) èí-
òåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì âòîðîé ñòåïåíè ïî óçëàì xi−1, xi, xi+1 èëè xi, xi+1, xi+2,
äèôôåðåíöèðóÿ ïîëó÷åííûé èíòåðïîëÿíò è ïîëàãàÿ x = xi, ïîëó÷èì ëåâûå ÷àñòè
(19.5) è (19.6), ñîîòâåòñòâåííî.

Âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì (19.7) äëÿ çàìåíû âòîðîé ïðîèçâîäíîé â (19.1) ðàç-
íîñòíûì îòíîøåíèåì

−u(xi+1)− 2u(xi) + u(xi−1)

h2
≈ f(xi), xi = h, 2h, . . . , l − h.

Ïðåâðàòèì ïðèáëèæåííûå ðàâåíñòâà â òî÷íûå ïóòåì çàìåíû òî÷íîãî ðåøåíèÿ u(xi)
â óçëå xi íà ïðèáëèæåííîå uh

i :

−uh
i+1 − 2uh

i + uh
i−1

h2
= fi, i = 1, N − 1, (19.8)

Ýòî åñòü ñèñòåìà (N − 1) ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ N + 1 íåèçâåñòíûìè
uh

0 , u
h
1 , . . . , u

h
N . Ñèñòåìà (19.8) íåäîîïðåäåëåíà (êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü). Âîñïîëüçó-

åìñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (19.2) è ïîëîæèì

uh
0 = g0, uh

N = g1. (19.9)

Ðåøåíèå ñèñòåìû (19.8), (19.9), åñëè îíî ñóùåñòâóåò, áóäåì íàçûâàòü ïðèáëèæåííûì
ðåøåíèåì çàäà÷è (19.1), (19.2).
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19.2 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ðàçíîñòíûõ ñõåì
Îáîçíà÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ëåâîé ÷àñòè (19.1), ÷åðåç Lu.
Òîãäà äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (19.1) ïðèìåò âèä

Lu = f(x), 0 < x < l. (19.10)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (19.2) çàïèøåì â âèäå

lu = g. (19.11)

Àíàëîãè÷íî, ðàçíîñòíîå âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ëåâîé ÷àñòè (19.8), îáîçíà÷èì ÷åðåç
Lhuh. Òîãäà èç (19.8) áóäåì èìåòü

Lhuh
i = fh

i , i = 1, N − 1, (19.12)

ãäå fh
i = fi. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (19.9) çàïèøåì â âèäå, àíàëîãè÷íîì (19.11)

lhuh = gh. (19.13)

Îïðåäåëåíèå 19.1. Ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ

Ψv(x) := Lhv − Lv, x ∈ ω, (19.14)

îïðåäåëåííàÿ íà ñåòêå ω, ãäå v � äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà [0, l], íàçû-
âàåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ àïïðîêñèìàöèè äèôôåðåíöèàëüíîãî âûðàæåíèÿ Lv ðàçíîñòíûì
âûðàæåíèåì Lhv.
Îïðåäåëåíèå 19.2. Ðàçíîñòíîå âûðàæåíèå Lhv àïïðîêñèìèðóåò äèôôåðåöèàëüíîå
âûðàæåíèå Lv, åñëè ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè Ψv → 0 (â êàêîì-íèáóäü ñìûñëå)
ïðè h → 0.
Îïðåäåëåíèå 19.3. Ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ

z = uh − u, x ∈ ω, (19.15)

ãäå uh � ðåøåíèå çàäà÷è (19.12), (19.13), à u � ðåøåíèå çàäà÷è (19.10), (19.11),
íàçûâàåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ ðåøåíèÿ.

Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó äëÿ ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ z. Ïîäñòàâèì â (19.12), (19.13)
uh, âûðàæàåìîå èç (19.15) ÷åðåç z è u: uh = z + u. Áóäåì èìåòü

Lhz = fh − Lhu, lhz = gh − lhu. (19.16)

Îïðåäåëåíèå 19.4. Ôóíêöèÿ

Ψ = fh − Lhu, x ∈ ω, (19.17)

ÿâëÿþùàÿñÿ ïðàâîé ÷àñòüþ óðàâíåíèÿ äëÿ ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ (19.16), íàçûâàåòñÿ
ïîãðåøíîñòüþ àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ (19.10) óðàâíåíèåì (19.12).
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Îïðåäåëåíèå 19.5. Ôóíêöèÿ

ψ = gh − lhu, (19.18)

ÿâëÿþùàÿñÿ ïðàâîé ÷àñòüþ â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ äëÿ ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ (19.16),
íàçûâàåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (19.11) ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (19.13).

Çàìå÷àíèå 19.2. Òàê êàê â ñèëó (19.10) Lu − f = 0, òî, äîáàâëÿÿ ýòîò íóëü ê
ïðåäñòàâëåíèþ ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè (19.17), áóäåì èìåòü

Ψ = fh − Lhu = fh − f − (Lhu− Lu) = (fh − f)−Ψu, (19.19)

ãäå Ψu îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (19.14). Òåì ñàìûì, ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè
óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçíîñòü ìåæäó ïîãðåøíîñòüþ àïïðîêñèìàöèè ïðàâîé
÷àñòè è ïîãðåøíîñòüþ àïïðîêñèìàöèè äèôôåðåíöèàëüíîãî âûðàæåíèÿ. Àíàëîãè÷íûå
ïðåäñòàâëåíèÿ èìåþò ìåñòî è äëÿ ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé:

ψ = gh − lhu = gh − g − (lhu− lu) = (gh − g)− ψu. (19.20)

Îïðåäåëåíèå 19.6. Çàäà÷à (19.12), (19.13) àïïðîêñèìèðóåò çàäà÷ó (19.10), (19.11),
åñëè Ψ è ψ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè h → 0 âìåñòå ñ Ψu è ψu.

Îïðåäåëåíèå 19.7. Ðåøåíèå çàäà÷è (19.12), (19.13) ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è
(19.10), (19.11), åñëè z → 0 (â êàêîì-ëèáî ñìûñëå) ïðè h → 0.

Îïðåäåëåíèå 19.8. Çàäà÷à (19.12), (19.13) àïïðîêñèìèðóåò çàäà÷ó (19.10), (19.11)
ñ ïîãðåøíîñòüþ ïîðÿäêà n > 0, åñëè

‖Ψu‖(1) = o(1), ‖ψu‖(2) = o(1), ‖Ψ‖(1) = O(hn), ‖ψ‖(2) = O(hn)

Îïðåäåëåíèå 19.9. Ðåøåíèå çàäà÷è (19.12), (19.13) ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è
(19.10), (19.11) ñî ñêîðîñòüþ O(hn), åñëè

‖z‖(3) = O(hn).

Ïðîèëëþñòðèðóåì ââåäåííûå ïîíÿòèÿ íà ïðèìåðå çàäà÷è (19.1), (19.2). Òàê êàê â
äàííîì ñëó÷àå L = −d2v/d x2, à

Lhv = −v(xi+1)− 2v(xi) + v(xi−1)

h2
,

òî, â ñèëó (19.7),
Ψv = O(h2),

ò.å. äèôôåðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå v′′ àïïðîêñèìèðóåòñÿ ðàçíîñòíûì âûðàæåíèåì (vi+1−
2vi + vi−1)/h

2 íà ôóíêöèÿõ v(x) ∈ C4 ñ ïîãðåøíîñòüþ O(h2).
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Äàëåå, òàê êàê fh
i = f(xi), òî ñ ó÷åòîì (19.19) çàêëþ÷àåì, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíîå

óðàâíåíèå (19.1) àïïðîêñèìèðóåòñÿ ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì (19.8) ñ ïîãðåøíîñòüþ
O(h2), åñëè u(x) ∈ C4[0, l].

Íàêîíåö,
lu = {u(0), u(1)},

lhu = {u0, uN},
g = {g0, g1} = gh,

òàê ÷òî
ψ = gh − lhu = 0.

Èòàê, çàäà÷à (19.8), (19.9) àïïðîêñèìèðóåò çàäà÷ó (19.1), (19.2) (ïðè u(x) ∈ C4[0, l] )
ñ ïîãðåøíîñòüþ O(h2).

Î÷åâèäíî, ÷òî, åñëè âìåñòî óðàâíåíèÿ (19.1) ðàññìîòðåòü óðàâíåíèå

L1u := −u′′(x) + q(x)u(x) = f(x), x ∈ (0, 1) (19.21)

è àïïðîêñèìèðîâàòü åãî ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì

Lh
1u

h := −uh
i+1 − 2uh

i + uh
i−1

h2
+ q(xi)u

h
i = f(xi), i = 1, N − 1 (19.22)

òî çàäà÷à (19.22), (19.9) áóäåò àïïðîêñèìèðîâàòü çàäà÷ó (19.21), (19.2) òîæå ñ ïîãðåø-
íîñòüþ O(h2).

19.3 Ðàçðåøèìîñòü è ñõîäèìîñòü
Èññëåäóåì âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîé çàäà÷è ê ðåøåíèþ çàäà÷è äèôôå-
ðåíöèàëüíîé. Äëÿ óðàâíåíèÿ (19.21) ýòî ñäåëàòü íåñêîëüêî ïðîùå, ÷åì äëÿ óðàâíåíèÿ
(19.1). Ïîýòîìó ê íåìó ìû è îáðàòèìñÿ. Íî ñíà÷àëà óñòàíîâèì ñóùåñòâîâàíèå è
åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (19.22), (19.9).

Òåîðåìà 19.1. Åñëè
q(x) > c1 > 0, 0 < x < 1, (19.23)

òî ðåøåíèå çàäà÷è (19.22), (19.9) ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî, è äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâà
àïðèîðíàÿ îöåíêà

max
i
|uh

i | 6 |g0|+ |g1|+ max
i

|fi|
c1

. (19.24)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàäà÷à (19.22), (19.9) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó ëèíåéíûõ àë-
ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ êâàäðàòíîé ìàòðèöåé ïîðÿäêà (N+1). Ïîýòîìó âñåãäà ñóùå-
ñòâóåò òàêàÿ ïðàâàÿ ÷àñòü [g0, f1, . . . , fN−1, g1] ýòîé ñèñòåìû (áåðåòñÿ ïåðâîå óðàâíåíèå
èç (19.9), çàòåì ïîñëåäîâàòåëüíî âñå óðàâíåíèÿ (19.22) è, íàêîíåö, âòîðîå óðàâíåíèå
(19.9)), ÷òî ðåøåíèå uh ñóùåñòâóåò. Íàïðèìåð, âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé íàáîð ÷èñåë
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uh
0 , u

h
1 , . . . , u

h
N è ïîäñòàâèì åãî â ëåâûå ÷àñòè (19.22), (19.9). Ýòèì ìû îïðåäåëèì ïðàâûå

÷àñòè (19.22), (19.9), ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå çàâåäîìî ñóùåñòâóåò.
Ïîëó÷èì àïðèîðíóþ îöåíêó ýòîãî ðåøåíèÿ. Ïóñòü

max
i
|uh

i | = |uh
i0
|.

Åñëè i0 = 0 èëè i0 = N , òî â ñèëó (19.9)

max
i
|uh

i | 6 max{|g0|, |g1|} 6 |g0|+ |g1|, (19.25)

÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ (19.24). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìàêñèìóì ìîäóëÿ äîñòèãàåòñÿ âî âíóò-
ðåííåì óçëå xi0 ∈ ω. Çàïèøåì óðàâíåíèå (19.22) â ýòîì óçëå

−uh
i0−1 − 2uh

i0
+ uh

i0+1

h2
+ qi0u

h
i0

= fi0 .

Åñëè uh
i0

> 0, òî
−[(uh

i0−1 − uh
i0
)

/\\
0

+ (uh
i0+1 − uh

i0
)

/\\
0

] > 0

è, ñëåäîâàòåëüíî,
qi0u

h
i0

6 fi0 .

Îòñþäà ñ ó÷åòîì (19.23)
0 6 uh

i0
6 fi0

qi0

6 1

c1

max
i
|fi|. (19.26)

Åñëè æå uh
i0

< 0, òî
−[(uh

i0−1 − uh
i0
)

\//
0

+ (uh
i0+1 − uh

i0
)

\//
0

] 6 0 (19.27)

è, ñëåäîâàòåëüíî,
qi0u

h
i0

> fi0 .

Îòñþäà
−qi0|uh

i0
| > fi0

è ñíîâà
|uh

i0
| 6 −fi0

qi0

6 1

c1

max
i
|fi|. (19.28)

Ñîáèðàÿ îöåíêè (19.25), (19.26), (19.28), ïðèõîäèì ê (19.24). Àïðèîðíàÿ îöåíêà ïîëó-
÷åíà.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ðåøåíèå åäèíñòâåííî. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò.å. äîïóñòèì
ñóùåñòâîâàíèå äâóõ ðåøåíèé uh

(1) è uh
(2). Î÷åâèäíî, ÷òî èõ ðàçíîñòü z = uh

(1) − uh
(2)

óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ (19.22) è îäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì
(19.9). Â ñèëó àïðèîðíîé îöåíêè (19.24)

max
i
|zi| 6 0.
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Ñëåäîâàòåëüíî, zi ≡ 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ. Ìû äîêàçàëè, ÷òî îäíîðîä-
íàÿ ñèñòåìà (19.22), (19.9) èìååò ëèøü òðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà
ýòîé ñèñòåìû íåâûðîæäåíà, è çàäà÷à (19.22), (19.9) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè
ëþáûõ g0, g1 è fi. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 19.2. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (19.23), è ðåøåíèå u(x) çàäà÷è (19.21), (19.2)
ïðèíàäëåæèò C4[0, l], òî ðåøåíèå uh çàäà÷è (19.22), (19.9) ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ
çàäà÷è (19.21), (19.2) ñî ñêîðîñòüþ O(h2), ò.å.

∣∣u(xi)− uh
i

∣∣= O(h2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïèøåì çàäà÷ó äëÿ ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ zi = uh
i − u(xi).

Áóäåì èìåòü
−zi+1 − 2zi + zi−1

h2
+ qizi = Ψi, z0 = zN = 0. (19.29)

Ê çàäà÷å (19.29)ïðèìåíèì òåîðåìó 19.1, â ñèëó êîòîðîé

max
i
|zi| 6 1

c1

max
i
|Ψi|.

Íî â ñèëó âûøåäîêàçàííîãî Ψi = O(h2), ÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Çàìå÷àíèå 19.3. Áîëåå äåòàëüíûé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî

max
i
|uh

i − u(xi)| 6 1

c1

max
x∈[0,l]

|uIV (x)| h
2

12
.

Òåîðåìà 19.3 (Î ìîíîòîííîñòè). Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå

qi > 0, i = 1, N − 1, (19.30)

à ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ Ui, i = 0, N òàêîâà, ÷òî

U0 > 0, UN > 0 (19.31)

è
Lh

1Ui > 0, i = 1, N − 1, (19.32)
òî

Ui > 0, i = 1, N − 1. (19.33)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò.å. äîïóñòèì, ÷òî ôóíêöèÿ Ui ìîæåò ïðè-
íèìàòü îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé óçåë xi0 , i0 ∈ {1, 2, . . . , N−1},
÷òî

min
i

Ui = Ui0 < 0 (19.34)

è â ñèëó (19.27)
−(Ui0−1 − 2Ui0 + Ui0+1) 6 0.
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Èññëåäóåì îáå ýòè âîçìîæíîñòè. Åñëè −(Ui0−1 − 2Ui0 + Ui0+1) < 0, òî ñ ó÷åòîì (19.30)
è (19.34)

Lh
1Ui0 = −Ui0−1 − 2Ui0 + Ui0+1 + qi0Ui0 < 0,

è ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ (19.32). Åñëè (Ui0−1 − 2Ui0 + Ui0+1) = 0, à qi0 6= 0,
ìû ñíîâà ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Äëÿ âûõîäà èç ýòèõ ïðîòèâîðå÷èé ìû äîëæíû
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî qi0 = 0 è (Ui0−1 − 2Ui0 + Ui0+1) = 0. Íî â ñèëó (19.27), (19.34)
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Ui0−1 = Ui0 = Ui0+1 < 0, è â êà÷åñòâå i0 èç (19.34) ìîæíî âçÿòü
òàêæå (i0 − 1) èëè (i0 + 1). Äåëàÿ ýòîò âûáîð, ìû òåìè æå ðàññóæäåíèÿìè ïðèõîäèì
ê óòâåðæäåíèþ, ÷òî è Ui0−2 = Ui0 (èëè Ui0+2 = Ui0). È ò.ä. Ïîñêîëüêó â ñèëó (19.31),
(19.34) ôóíêöèÿ Ui, i = 0, N íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé, òî ñóùåñòâóåò òàêîé óçåë xi1 ,
i1 ∈ {1, 2, . . . , N−1}, ÷òî Ui1 = Ui0 , à Ui1−1 èëè Ui1+1 áîëüøå Ui1 . Â ýòîì óçëå −(Ui1−1−
2Ui1 + Ui1+1) < 0, è ìû âåðíóëèñü ê óæå ðàññìîòðåííîìó ñëó÷àþ, êîòîðûé ïðèâåë
íàñ ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ (19.32). Âñå ïðîòèâîðå÷èÿ ñíèìàþòñÿ, åñëè ìû îòêàæåìñÿ îò
ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî Ui ìîæåò ïðèíèìàòü îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 19.10. Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé, åñëè ëþáîé âåêòîð x, äëÿ
êîòîðîãî Ax > 0, ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì.

Òåîðåìà 19.4 (Ïðèíöèï ñðàâíåíèÿ). Ïóñòü uh
i � ðåøåíèå çàäà÷è (19.22), (19.9),

à Ui � ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è:

Lh
1Ui = Fi, i = 1, N − 1, U0 = G0, UN = G1.

Ïóñòü
|fi| 6 Fi, |g0| 6 G0, |g1| 6 G1. (19.35)

Òîãäà, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (19.30), òî

|uh
i | 6 Ui, i = 1, N − 1. (19.36)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèÿ (Ui−uh
i ) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

Lh
1(U − uh)i = Fi − fi, i = 1, N − 1, U0 − uh

0 = G0 − g0,

UN − uh
N = G1 − g1.

Â ñèëó (19.35) è òåîðåìû 19.3 çàêëþ÷àåì, ÷òî Ui−uh
i > 0. Èç àíàëîãè÷íûõ ñîîáðàæå-

íèé íàõîäèì, ÷òî è Ui + uh
i > 0. Òåì ñàìûì, −Ui 6 uh

i 6 Ui, è òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 19.4. Ôóíêöèÿ Ui èç (19.36) íàçûâàåòñÿ áàðüåðîì.

Òåîðåìà 19.5. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (19.22), (19.9) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (19.30)
ñïðàâåäëèâà àïðèîðíàÿ îöåíêà

max
i
|uh

i | 6 |g0|+ |g1|+ l2

8
max

i
|fi|.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ

Ui = |g0|(1− xi) + xi|g1|+ c xi(1− xi) > 0, (19.37)

ãäå c > 0 � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî U0 = |uh
0 |, UN = |uh

N |. Ëåãêî
ïðîâåðèòü, ÷òî

Lh
1Ui = 2c + qiUi =: Fi > 2c.

Ïóñòü c = 1/2 max
i
|fi|. Òîãäà |fi| 6 Fi, è ìû íàõîäèìñÿ â óñëîâèÿõ òåîðåìû 19.4, ò.å.

|uh
i | 6 Ui. Íî

max
i

Ui 6 |g0|+ |g1|+ c/4.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Óïðàæíåíèå 19.2. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü òåîðåìó î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè
ðàçíîñòíîé çàäà÷è (19.22), (19.9).

19.4 Óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè
Ðàññìîòðèì îáùåå ñàìîñîïðÿæåííîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà

− d

d x

(
p(x)

d u

d x

)
+ q(x)u = f(x), 0 < x < 1. (19.38)

è èçó÷èì âîïðîñ î åãî àïïðîêñèìàöèè. Íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ âïîëíå åñòåñòâåí-
íûì ðàçäèôôåðåíöèðîâàòü ïåðâîå ñëàãàåìîå ëåâîé ÷àñòè (19.38)

−p(x)
d2 u

d x2
− p′(x)

d u

d x
+ q(x)u = f(x) (19.39)

è â ýòîì âèäå çàìåíèòü d2u/dx2 è du/dx ñîîòâåòñòâóþùèìè ðàçíîñòíûìè îòíîøåíèÿ-
ìè. Íî òàê ïîñòóïàòü ïëîõî â ñèëó öåëîãî ðÿäà ïðè÷èí. Â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèå (19.38)
ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëüíî ñàìîñîïðÿæåííûì ïî Ëàãðàíæó (ñèììåòðè÷íûì, ò.å. åñëè Lv :=

−(pv′)′+qv, à u(x) è v(x) îáðàùàþòñÿ â íóëü ïðè x = 0 è x = 1, òî
1∫
0

vLu d x =
1∫
0

uLv d x.

Ñðàâíèòü ñ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé A = AT � (Ax, y) = (x, Ay)). Åñëè æå àïïðîêñè-
ìèðîâàòü (19.39), êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî (19.38) ïðè ãëàäêîé p(x), òî àïïðîêñèìàöèÿ,
âîîáùå ãîâîðÿ, ñèììåòðè÷íîé íå áóäåò. Óðàâíåíèå (19.38) íóæíî àïïðîêñèìèðîâàòü
ñðàçó â èñõîäíîì âèäå.

Ïîñòðîèì àïïðîêñèìàöèþ (19.38) ïðè ïîìîùè èíòåãðî - èíòåðïîëÿöèîííîãî ìåòî-
äà (ìåòîäà áàëàíñà, ìåòîäà êîíå÷íûõ îáúåìîâ). Ïóñòü xi±1/2 = xi ± h/2. Ïðîèíòåãðè-
ðóåì óðàâíåíèå (19.38) ïî îòðåçêó (xi−1/2, xi+1/2). Áóäåì èìåòü

− p(xi+1/2)u
′(xi+1/2) + p(xi−1/2)u

′(xi−1/2)+

+

∫ xi+1/2

xi−1/2

[q(x)u(x)− f(x)] d x = 0.
(19.40)
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Çàìåíèì â (19.40) èíòåãðàë êâàäðàòóðíîé ôîðìóëîé ïðÿìîóãîëüíèêîâ, à ïðîèçâîäíûå
� ñîîòâåòñòâóþùèìè ðàçíîñòíûìè îòíîøåíèÿìè. Èìåííî

× ×
xi−1 xi+1xixi−1/2 xi+1/2

Ðèñ. 1

xi+1/2∫

xi−1/2

[q(x)u− f(x)] dx ≈ qiuih− fih,

u′i+1/2 ≈
ui+1 − ui

h
, u′i−1/2 ≈

ui − ui−1

h
.

(19.41)

Ïîäñòàâëÿÿ (19.41) â (19.40), ïîëó÷èì ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî. Çàìåíÿÿ ïðèáëèæåí-
íîå ðàâåíñòâî íà òî÷íîå, ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. Ïîñëå
äåëåíèÿ íà h îíî ïðèìåò âèä:

−1

h

[
pi+1/2

uh
i+1 − uh

i

h
− pi−1/2

uh
i − uh

i−1

h

]
+ qiu

h
i = fi, i = 1, N − 1 (19.42)

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

ux := ux,i :=
ui+1 − ui

h
� ïðàâîå ðàçíîñòíîå îòíîøåíèå,

ux̄ := ux̄,i :=
ui − ui−1

h
� ëåâîå ðàçíîñòíîå îòíîøåíèå.

Î÷åâèäíî, ÷òî vx,i ≡ vx̄,i+1. Äàëåå,
vi+1 − 2vi + vi−1

h2
=

1

h

[
vi+1 − vi

h
− vi − vi−1

h

]
=

=
1

h
(vx,i − vx̄,i) =

1

h
(vx̄,i+1 − vx̄,i) = (vx̄)x,i =

= vx̄x,i =: vx̄x.

Èñïîëüçóÿ ââåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ, óðàâíåíèå (19.42) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

− (
phuh

x̄

)
x,i

+ qh
i uh

i = fh
i , i = 1, N − 1, (19.43)

ãäå
ph := ph

i := p

(
xi − h

2

)
, qh := qh

i := q(xi), fh := fh
i := f(xi). (19.44)
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19.5 Àïïðîêñèìàöèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
Ïðèìåíèì òåïåðü èíòåãðî-èíòåðïîëÿöèîííûé ìåòîä äëÿ ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñèìàöèè
ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ, ñîäåðæàùåãî ïðîèçâîäíóþ. Ïóñòü äëÿ óðàâíåíèÿ (19.38) â òî÷êå
x = 0 (ãðàíè÷íîé òî÷êå) çàäàíî ãðàíè÷íîå óñëîâèå

α
du(0)

dx
+ βu(0) = γ. (19.45)

Ãðàíè÷íîå óñëîâèå (19.45) ñîäåðæèò â ñåáå âñå îñíîâíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ
óðàâíåíèÿ (19.38): èìåííî, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïåðâîãî ðîäà (α = 0), âòîðîãî ðîäà
(β = 0) è òðåòüåãî ðîäà. Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ âòîðîãî è òðåòüåãî
ðîäà, ò.å. óñëîâèÿ, ñîäåðæàùèå ïðîèçâîäíóþ. Ïðîñòåéøàÿ àïïðîêñèìàöèÿ óñëîâèÿ
(19.45) èìååò âèä

α
uh

1 − uh
0

h
+ βuh

0 = γ. (19.46)

Óïðàæíåíèå 19.3. Äîêàçàòü, ÷òî ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ
(19.45) ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (19.46) ïðè α 6= 0 åñòü O(h).

Ìû íå áóäåì çàíèìàòüñÿ ýòîé àïïðîêñèìàöèåé èç-çà òîãî, ÷òî îíà èìååò áîëü-
øóþ ïîãðåøíîñòü. Ïîñòðîèì äðóãóþ àïïðîêñèìàöèþ óñëîâèÿ (19.45), íî ïðåæäå åãî
íåñêîëüêî ïðåîáðàçóåì. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ α 6= 0, è íà ýòîò êîýôôèöèåíò óñëîâèå
(19.45) ìîæíî ðàçäåëèòü. Êîýôôèöèåíò p(x) óðàâíåíèÿ (19.38) áóäåì ïðåäïîëàãàòü
ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûì

p(x) > c0 > 0, (19.47)
è äîìíîæåíèå (19.45) íà −p(0) ïðèâåäåò ê ýêâèâàëåíòíîìó óðàâíåíèþ. Áóäåì âìåñòî
(19.45) ðàññìàòðèâàòü ãðàíè÷íîå óñëîâèå

−p(0)
du(0)

dx
+ κ0u(0) = g0, (19.48)

êîòîðîå ïðè α = −p(0) 6= 0, β = κ0 è γ = g0 ñîâïàäàåò ñ (19.45). Êîìáèíàöèÿ p(0)u′(0)
â (19.48) õîðîøà óæå òåì, ÷òî âåëè÷èíà −p(x)u′(x) èìååò ñìûñë ïîòîêà è ôèãóðèðóåò â
ñàìîì óðàâíåíèè (19.38). Çíàê ìèíóñ ïåðåä ïðîèçâîäíîé äîëæåí ñâèäåòåëüñòâîâàòü î
òîì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ áåðåòñÿ ïî "âíåøíåé íîðìàëè": ïðîèçâîäíàÿ du(0)/dx âû÷èñëå-
íà ïî íàïðàâëåíèþ âíóòðü îòðåçêà [0, 1], à ïðîèçâîäíàÿ −du(0)/dx � ïî íàïðàâëåíèþ,
âûõîäÿùåìó èç îòðåçêà.

×òîáû ïîñòðîèòü àïïðîêñèìàöèþ (19.48), ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå (19.38) ïî
îòðåçêó (0, h/2). Áóäåì èìåòü

−p(h/2)
du(h/2)

dx
+ p(0)

du(0)

dx
+

h/2∫

0

[q(x)u(x)− f(x)] dx = 0. (19.49)
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Çàòåì âûðàçèì p(0)du(0)/dx èç (19.48)

p(0)
du(0)

dx
= κ0u(0)− g0, (19.50)

àïïðîêñèìèðóåì ïðîèçâîäíóþ
du(h/2)

dx
≈ u1 − u0

h
(19.51)

è àïïðîêñèìèðóåì èíòåãðàë â (19.49) êâàäðàòóðíîé ôîðìóëîé "ëåâûõ ïðÿìîóãîëüíè-
êîâ"

h/2∫

0

[q(x)u(x)− f(x)] dx ≈ [q(0)u(0)− f(0)]
h

2
. (19.52)

Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü (19.50)-(19.52) â (19.49), ïîëó÷èì ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî, êîòî-
ðîå ïðåâðàòèì â òî÷íîå ïóòåì çàìåíû òî÷íîãî ðåøåíèÿ u(x) íà ïðèáëèæåííîå uh(x).
Áóäåì èìåòü

−p1/2
uh

1 − uh
0

h
+

(
κ0 +

h

2
q0

)
uh

0 = g0 +
h

2
f0

èëè, ïðèíèìàÿ îáîçíà÷åíèÿ (19.44),

−ph
1u

h
x̄,1 + (κ0 +

h

2
qh
0 )uh

0 = g0 +
h

2
fh

0 . (19.53)

Ñîîòíîøåíèå (19.53) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èñêîìóþ àïïðîêñèìàöèþ.

19.6 Èññëåäîâàíèå ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè
Èññëåäóåì ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ðàçíîñòíîé ñõåìû (19.43). Èññëåäóåì äàæå
áîëåå îáùóþ ñõåìó. Ïóñòü ðàçíîñòíàÿ ñõåìà èìååò âèä

−1

h

[
biu

h
x,i − aiu

h
x̄,i

]
+ qh

i uh
i = fh

i . (19.54)

Ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ýòîé ñõåìû åñòü

Ψi = fh
i +

1

h
[biux,i − aiux̄,i]− qh

i ui =

= [fh
i − f(xi)]− [qh

i − q(xi)]ui+

+
1

h
[biux,i − aiux̄,i]− (pu′)′i.

(19.55)

Ïðè u(x) ∈ C4[0, 1] èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðàçëîæåíèÿ

ux,i = u′i +
h

2
u′′i +

h2

6
u′′′i + O(h3),

ux̄.i = u′i −
h

2
u′′i +

h2

6
u′′′i + O(h3).
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Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ â (19.55), áóäåì èìåòü

Ψi =
1

h

[
bi(u

′
i +

h

2
u′′i +

h2

6
u′′′i + O(h3))−

− ai(u
′
i −

h

2
u′′i +

h2

6
u′′′i + O(h3))

]
−

− (p′u′ + pu′′)−
− [qh

i − q(xi)]ui + [fh
i − f(xi)] =

=

(
bi − ai

h
− p′i

)
u′i +

(
bi + ai

2
− pi

)
u′′i +

+ h
bi − ai

6
u′′′i + O(h2)− (qh

i − qi)ui+

+ (fh
i − fi).

Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî äëÿ àïïðîêñèìàöèè O(h2) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ
óñëîâèé

1◦.
bi − ai

h
− p′i = O(h2),

2◦.
bi + ai

2
− pi = O(h2),

3◦. qh
i − qi = O(h2),

4◦. fh
i − fi = O(h2).

(19.56)

Äëÿ ñõåìû (19.43), (19.44) óñëîâèÿ (19.563) è (19.564) î÷åâèäíû. Îáðàòèìñÿ ê (19.561)
è (19.562). Èìååì

bi = pi+1/2 = pi +
h

2
p′i +

h2

8
p′′i + O(h3),

ai = pi−1/2 = pi − h

2
p′i +

h2

8
p′′i + O(h3).

Îòñþäà
bi − ai

h
= p′i + O(h2),

bi + ai

2
= pi + O(h2).

Òåîðåìà 19.6. Åñëè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (19.38) îáëàäàåò ÷åòâåðòûìè íåïðåðûâíû-
ìè ïðîèçâîäíûìè, òî ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (19.43), (19.44) èìååò ïîãðåøíîñòü àïïðîê-
ñèìàöèè O(h2).

Óïðàæíåíèå 19.4. Äîêàçàòü, ÷òî ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (19.43) ïðè bi = ai+1 è

à) ai =
pi + pi−1

2
, qh

i = qi, fh
i = fi, (19.57)
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á) ai =
1

h

xi∫

xi−1

p(x) dx, qh
i =

1

h

xi+1∫

xi−1

q(x)(1− |x− xi|) dx,

fh
i =

1

h

xi+1∫

xi−1

f(x)(1− |x− xi|) dx (19.58)

èìååò ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè O(h2).
Èññëåäóåì ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ψ0 ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (19.53). Èìååì

ψ0 := g0 +
h

2
f0 + p1/2

u1 − u0

h
− (κ0 +

h

2
q0)u0 =

= g0 +
h

2
f0 +

(
p0 +

h

2
p′0 + O(h2)

)(
u′0 +

h

2
u′′0 + O(h2)

)
− (κ0 +

h

2
q0)u0 =

= (p0u
′
0 − κ0u0 + g0) +

h

2
(p0u

′′
0 + p′0u

′
0 − q0u0 + f0) + O(h2).

Ïåðâàÿ ñêîáêà â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè ðàâíà íóëþ â ñèëó (19.48), à âòîðàÿ � â ñèëó
óðàâíåíèÿ (19.38), ïðîäîëæåííîãî ïî íåïðåðûâíîñòè ñ (0, 1) íà [0, 1). Òåì ñàìûì, ïî-
ãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (19.53) íà ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (19.38)
åñòü O(h2).
Óïðàæíåíèå 19.5. Èíòåãðî-èíòåðïîëÿöèîííûì ìåòîäîì ïîñòðîèòü àïïðîêñèìà-
öèþ ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ

p(1)
du(1)

dx
+ κ1u(1) = g1 (19.59)

è èññëåäîâàòü ïîãðåøíîñòü ïîëó÷åííîé àïïðîêñèìàöèè.
Òåîðåìà 19.7. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ

ph
i > c0 > 0, qh

i > c1 > 0, κ0 > 0. (19.60)
Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (19.43), (19.53), (19.61)

uh
N = g1, (19.61)

è äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâà àïðèîðíàÿ îöåíêà

max
i
|uh

i | 6
|g0|
κ0

+ |g1|+ max
i

|fi|
c1

. (19.62)

Óïðàæíåíèå 19.6. Äîêàçàòü òåîðåìó 19.7.
Òåîðåìà 19.8. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (19.60), è ðåøåíèå çàäà÷è (19.38), (19.48),
(19.63) u(x) ∈ C4[0, 1],

u(1) = g1, (19.63)
òî ðåøåíèå uh çàäà÷è (19.43), (19.44), (19.53), (19.61) ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è
(19.38), (19.48), (19.63) ñî ñêîðîñòüþ O(h2) ðàâíîìåðíî ïî x1 ∈ ω, ò.å.

max
i
|u(xi)− uh

i | = O(h2).
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19.7 Íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ
Äëÿ êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

− d

dx

(
p(x, u)

du

dx

)
+ q(x, u) = 0 (19.64)

ðàçíîñòíóþ àïïðîêñèìàöèþ ìîæíî âçÿòü â âèäå

− 1

h

[
p

(
xi+1/2,

uh
i+1 + uh

i

2

)
uh

x,i − p

(
xi−1/2,

uh
i + uh

i−1

2

)
uh

x̄,i

]
+

+ q(xi, u
h
i ) = 0, i = 1, . . . , N − 1.

(19.65)

Ñ ðàâíûì óñïåõîì ìîæíî ïîñòóïèòü è òàê:

− 1

h

[
p(xi+1, u

h
i+1) + p(xi, u

h
i )

2
uh

x,i −
p(xi, u

h
i ) + p(xi−1, u

h
i−1)

2
uh

x̄,i

]
+

+ q(xi, u
h
i ) = 0, i = 1, . . . , N − 1.

(19.66)

Óïðàæíåíèå 19.7. Âûÿñíèòü ïîðÿäêè ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè ñõåì (19.65) è
(19.66).

Åñëè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (19.38) íå ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè, òî òåîðåìà
19.8 î ñõîäèìîñòè ñî ñêîðîñòüþ O(h2) ìîæåò íå èìåòü ìåñòî. Â ýòîé ñèòóàöèè äëÿ
óìåíüøåíèÿ ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè â îêðåñòíîñòè òåõ òî÷åê, ãäå óìåíüøàåòñÿ
ãëàäêîñòü ðåøåíèÿ, ïîëåçíî èñïîëüçîâàòü íåðàâíîìåðíóþ ñåòêó. Ïóñòü

ω̂ =
{
xi

∣∣ x0 = 0 < x1 < x2 < · · · < xN−1 < xN = 1
}

(19.67)

� ïðîèçâîëüíàÿ íåðàâíîìåðíàÿ ñåòêà íà [0, 1]. Áóäåì îáîçíà÷àòü

hi = xi − xi−1, ~i =
hi + hi+1

2
.

Íà ñåòêå (19.67) äëÿ óðàâíåíèÿ (19.38) ìåòîäîì áàëàíñà ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ àïïðîê-
ñèìàöèþ

− 1

~i

[
p

(
xi +

hi+1

2

)
uh

i+1 − uh
i

hi+1

− p

(
xi − hi+1

2

)
uh

i − uh
i−1

hi

]
+

+ q(xi)u
h
i = f(xi), i = 1, N − 1.

(19.68)

Åñëè ñåòêà (19.67) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé, òî ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè (19.68) åñòü
òîëüêî O(h), ãäå h = max hi. Îäíàêî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùåé ñåòî÷íîé çàäà÷è è íà ýòîé ñåòêå áóäåò âåëè÷èíîé O(h2) ïðè ñîîò-
âåòñòâóþùåé ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (19.38).
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Óïðàæíåíèå 19.8. Èññëåäîâàòü ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè (19.68).

Âûøå âñþäó ðå÷ü øëà î òîì ñëó÷àå, êîãäà êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (19.38) äî-
ñòàòî÷íî ãëàäêèå. Â ïðèëîæåíèÿõ ÷àñòî êîýôôèöèåíòû áûâàþò êóñî÷íî-ãëàäêèå (íà-
ïðèìåð, êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå). Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ öåëå-
ñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ñåòêó, ó êîòîðîé â êà÷åñòâå óçëîâ ïðèñóòñòâóþò âñå òî÷êè
ðàçðûâà êîýôôèöèåíòîâ p(x), q(x) è ïðàâîé ÷àñòè f(x). Òàêàÿ ñåòêà áóäåò, êàê ïðà-
âèëî, íåðàâíîìåðíîé è ìîæåò áûòü êóñî÷íî-ðàâíîìåðíîé. Óêàçàííûé âûáîð ñåòêè
ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü òî÷íîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ íå íèæå, ÷åì â ãëàäêîì ñëó÷àå.

19.8 Óðàâíåíèå êîíâåêöèè-äèôôóçèè
Äîáàâèì ê óðàâíåíèþ åùå (19.38) îäèí ÷ëåí � ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ èñêîìîãî ðåøå-
íèÿ, óìíîæåííóþ íà íåêîòîðûé êîýôôèöèåíò

−(pu′)′ − r(x)u′ + q(x)u = f. (19.69)

Êàê àïïðîêñèìèðîâàòü ïåðâûé è ïîñëåäíèé ÷ëåíû ëåâîé ÷àñòè (19.69), ìû çíàåì.
Îñòàëîñü ïîñòðîèòü àïïðîêñèìàöèþ âòîðîãî ÷ëåíà. Ñ òî÷êè çðåíèÿ íàèëó÷øåãî ïî-
ðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ñëåäóåò ïîëîæèòü

u′i ≈
ui+1 − ui−1

2h
=: u◦

x
. (19.70)

Òîãäà àïïðîêñèìàöèÿ óðàâíåíèÿ (19.69) ïðèìåò âèä

− (
pi−1/2u

h
x̄

)
x,i
− riu

h
◦
x,i

+ qiu
h
i = fi, i = 1, . . . , N − 1. (19.71)

Òåîðåìà 19.9. Åñëè u ∈ C4[0, 1], òî ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ðàçíîñòíîé ñõåìû
(19.71) Ψ = O(h2).

Äîïîëíèì óðàâíåíèå (19.69) ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ïóñòü, íàïðèìåð,

u(0) = g0, u(1) = g1. (19.72)

Òîãäà ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ (19.71) íóæíî äîïîëíèòü ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

uh
0 = g0, uh

N = g1. (19.73)

Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 19.10. Åñëè êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (19.69) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì
(19.23), (19.47), à ñåòêà òàêîâà, ÷òî

max
i

|r(xi)|h
2c0

6 1, (19.74)
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òî çàäà÷à (19.71), (19.73) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, è äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâà àïðè-
îðíàÿ îöåíêà

max
i
|uh

i | 6 |g0|+ |g1|+ max
i

|fi|
c1

. (19.75)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì

uh
◦
x

=
uh

i+1 − uh
i−1

2h
=

uh
i+1 − uh

i + uh
i − uh

i−1

2h
=

1

2
ux +

1

2
ux̄.

Ïîäñòàâèì ýòî ïðåäñòàâëåíèå â (19.71)

−1

h

(
pi+1/2u

h
x,i − pi−1/2u

h
x̄,i

)− ri

2

(
uh

x,i + uh
x̄,i

)
+ qiu

h
i = fi.

Îòñþäà

−
(pi+1/2

h
+

ri

2

) uh
i+1 − uh

i

h
+

(pi−1/2

h
− ri

2

) uh
i − uh

i−1

h
+ qiu

h
i = fi.

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (19.74) âûðàæåíèÿ â ñêîáêàõ íåîòðèöàòåëüíûå. Ýòîãî çàìå-
÷àíèÿ äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû, èñïîëüçóÿ
òå æå ñàìûå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì 19.7 è 19.1.

Óïðàæíåíèå 19.9. Çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 19.10.

Óïðàæíåíèå 19.10. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü òåîðåìó î ñõîäèìîñòè ðàçíîñòíîé
çàäà÷è (19.71), (19.73).
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� 20

Ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûå óðàâíåíèÿ.
Íåãëàäêèå ðåøåíèÿ

20.1 Îñöèëëÿöèè ðåøåíèÿ è ñèíãóëÿðíî âîçìóùåí-
íûå óðàâíåíèÿ

Ïðè èññëåäîâàíèè ðàçðåøèìîñòè è ñõîäèìîñòè ðàçíîñòíîé ñõåìû (19.71) äëÿ óðàâ-
íåíèÿ êîíâåêöèè-äèôôóçèè (19.69) ìû ââåëè îãðàíè÷åíèå (19.74) íà øàã ñåòêè. Ýòî
îãðàíè÷åíèå â ðÿäå ñëó÷àåâ îêàçûâàåòñÿ èçëèøíå îáðåìåíèòåëüíûì, è òîãäà îò àï-
ïðîêñèìàöèè (19.70) ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ïðèõîäèòñÿ îòêàçûâàòüñÿ. Îáñóäèì ýòîò
âîïðîñ íà ïðèìåðå ïðîñòåéøåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöè-
åíòàìè

d2u

dx2
+ r

du

dx
= 0, r = const. (20.1)

Íàðÿäó ñ àïïðîêñèìàöèåé (19.70) ïðîèçâîäíîé u′ ðàññìîòðèì òàêæå åå àïïðîêñèìàöèè
îäíîñòîðîííèìè ðàçíîñòíûìè îòíîøåíèÿìè ux è ux̄. Ðàçóìååòñÿ, ïîðÿäîê ïîãðåøíî-
ñòè àïïðîêñèìàöèè â ýòèõ ñëó÷àÿõ áóäåò õóæå. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü îäíîâðåìåííî
âñå òðè èç óêàçàííûõ àïïðîêñèìàöèé u′. Äëÿ ýòîãî â ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå ââåäåì
ïàðàìåòð σ

uh
x̄x + r

[
σuh

x + (1− σ)uh
x̄

]
= 0. (20.2)

Ïðè σ = 1/2 èìååì u◦
x

= (ux + ux̄)/2, ïðè σ = 1 � ux, à ïðè σ = 0 � ux̄. Ïåðåïèøåì
(20.2) â ïîòî÷å÷íîì âèäå

(
1

h2
+

σr

h

)
uh

i+1 −
(

2

h2
+

(2σ − 1)r

h

)
uh

i +

(
1

h2
+

(σ − 1)r

h

)
uh

i−1 = 0.

Ýòî åñòü ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Åãî õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä

(
1

h
+ σr

)
q2 −

(
2

h
+ (2σ − 1)r

)
q +

(
1

h
+ (σ − 1)r

)
= 0. (20.3)

221
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Ïîñêîëüêó ñóììà êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ (20.3) ðàâíà íóëþ, òî ñðåäè åãî êîðíåé
åñòü êîðåíü q1 = 1. Âòîðîé êîðåíü

q2 = q =
1 + (σ − 1)rh

1 + σrh
. (20.4)

Ïðîâåäåì êà÷åñòâåííîå ñðàâíåíèå ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (20.1) è
ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (20.2). Äëÿ ýòîãî ïðåäïîëîæèì, ÷òî

r > 0 (20.5)

è ïîñòàâèì çàäà÷ó äëÿ (20.1) íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè Ox

u(0) = 1, u(∞) = 0. (20.6)

Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (20.1), (20.5), (20.6) èìååò âèä

u(x) = e−rx. (20.7)

Ôóíêöèÿ (20.7) ïîëîæèòåëüíà è ìîíîòîííî óáûâàåò ïðè x →∞.
Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (20.2), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

uh
0 = 1, lim

i→∞
uh

i = 0. (20.8)

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (20.2) â ñèëó âûøåñêàçàííîãî åñòü

uh
i = c1 + c2q

i. (20.9)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòî ðåøåíèå íà áåñêîíå÷íîñòè áûëî õîòÿ áû îãðàíè÷åííûì, íóæíî
ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû (ñì. (20.4))

|q| 6 1, ò.å. − 1 6 1 + (σ − 1)rh

1 + σrh
6 1. (20.10)

Ïóñòü σ > 0. Òîãäà çíàìåíàòåëü â (20.10) ïîëîæèòåëåí, ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà
èìååò ìåñòî âñåãäà, è ïîýòîìó îñòàåòñÿ òîëüêî îãðàíè÷åíèå

−1− σrh 6 1 + (σ − 1)rh,

ò.å.
2 + (2σ − 1)rh > 0.

Åñëè σ = 1 èëè σ = 1/2, òî ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî ñî çíàêîì ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà, è
ðåøåíèå çàäà÷è (20.2), (20.8) ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ èìååò âèä

uh
i = qi, i ∈ N. (20.11)
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Íàëîæèì áîëåå ñèëüíîå óñëîâèå íà ñåòî÷íîå ðåøåíèå. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû îíî áûëî
ìîíîòîííûì êàê è ðåøåíèå (20.7) äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è. Ðåøåíèå (20.11) áóäåò
ìîíîòîííûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà q > 0, ò.å åñëè

1 + (σ − 1)rh > 0. (20.12)

Ïðè σ = 1 ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî, à ïðè σ = 1/2 òðåáóåòñÿ, ÷òîáû

rh 6 2 (20.13)

(ñðàâíèòü ñ (19.74)).
Èòàê, åñëè σ = 1, ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ (20.2) åñòü O(h), íî

ðåøåíèå (20.11) çàäà÷è (20.2), (20.8) ìîíîòîííî ïðè ëþáûõ h. Åñëè σ = 1/2, òî
ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè åñòü O(h2), íî ðåøåíèå (20.11) ìîíîòîííî òîëüêî ïðè
âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (20.13). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðåøåíèå (20.11) áóäåò êîëåáàòüñÿ
(ñì. ðèñ. 1), ìåíÿÿ çíàê ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî óçëà ê äðóãîìó.

1 2 3 4 5 i
-

6

Ðèñ. 1

Èìåííî ýòè îñöèëëÿöèè ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîé ñõåìû (20.2) ïðè σ = 1/2 è íå ëþáÿò
ïðèêëàäíèêè.
Çàìå÷àíèå 20.1. Ïðîâåäåííûé àíàëèç ïîêàçàë ïðèíöèïèàëüíîå ðàçëè÷èå ìåæäó
ñõåìàìè (20.2) ïðè σ = 1 è ïðè σ = 0, õîòÿ îáå ýòè ñõåìû èìåþò ïîãðåøíîñòü O(h) è
â ýòîì ñìûñëå áëèçêè. Ïðè÷èíà ðàçëè÷èÿ ñîñòîèò â çíàêå êîýôôèöèåíòà r. Åñëè áû
îí áûë îòðèöàòåëüíûì, òî ñõåìû ñ σ = 1 è σ = 0 ïîìåíÿëèñü áû ðîëÿìè.
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Êàçàëîñü áû, îãðàíè÷åíèå (20.13) íå ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì îáðåìåíèòåëüíûì, ÷òîáû
âñåãäà òðåáîâàòü åãî âûïîëíåíèÿ. Äëÿ îáû÷íûõ çàäà÷ ýòî òàê. Íî åñòü âàæíûé êëàññ
òàê íàçûâàåìûõ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ óðàâíåíèé, êîãäà îãðàíè÷åíèå (20.13) îêà-
çûâàåòñÿ âåñüìà îáðåìåíèòåëüíûì. Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå

εu′′ + u′ = 0. (20.14)

Çäåñü ε ∈ (0, 1] � ìàëûé ïàðàìåòð. Ïðè ε → 0 äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî
ïîðÿäêà (20.14) ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà, äëÿ êîòîðîãî îäíî èç äâóõ
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, âûäåëÿþùèõ åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (20.14), ñòàíîâèò-
ñÿ ëèøíèì. Ýòî è ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé íåïðîñòîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé
çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (20.14) ïðè ìàëûõ ε. Åñëè äëÿ óðàâíåíèÿ (20.14) ïîñòàâèòü
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

u(0) = 0, u(1) = 1, (20.15)
òî ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è áóäåò ôóíêöèÿ

u(x) =
1− e−x/ε

1− e−1/ε
= 1− e−x/ε − e−1/ε

1− e−1/ε
, (20.16)

ÿâëÿþùàÿñÿ ñóììîé ãëàäêîé, ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ ôóíêöèè u0(x) := 1 è áûñòðî
ìåíÿþùåéñÿ ôóíêöèè u1(x) := (e−x/ε − e−1/ε)/(1− e−1/ε).

Ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿ (20.1) è (20.14) ïåðåõîäÿò îäíî â äðóãîå ïðè r = 1/ε, òî
óñëîâèå (20.13) ïðèìåíèòåëüíî ê ðàçíîñòíîé ñõåìå (20.2) äëÿ óðàâíåíèÿ (20.14) ïðèìåò
âèä

h 6 2ε. (20.17)
Íî â (20.14) ïàðàìåòð ε ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 10−2, 10−4 èëè äàæå 10−8, è
îãðàíè÷åíèå (20.17) ñòàíîâèòñÿ ñëèøêîì îáðåìåíèòåëüíûì. Â ýòîé ñèòóàöèè ñëåäóåò
ëèáî îãðàíè÷èòüñÿ ñõåìîé ñ σ = 1, êîòîðàÿ íå íàêëàäûâàåò íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé
íà øàã ñåòêè ñ òî÷êè çðåíèÿ îñöèëèðîâàíèÿ ðåøåíèÿ, è äîâîëüñòâîâàòüñÿ ïîãðåø-
íîñòüþ àïïðîêñèìàöèè O(h), ëèáî ïûòàòüñÿ ñòðîèòü äðóãèå ñõåìû, êîòîðûå èìåþò
ïîãðåøíîñòü O(h2) è íå òðåáóþò îãðàíè÷åíèÿ òèïà (20.17).

20.2 ×åòûðåõòî÷å÷íàÿ ñõåìà
Ïîñòðîèì äðóãóþ àïïðîêñèìàöèþ óðàâíåíèÿ (20.1). Áóäåì àïïðîêñèìèðîâàòü â (20.1)
âòîðîå ñëàãàåìîå ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèÿ

u′(xi) ≈ −ui+2 + 4ui+1 − 3ui

2h
,

ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè êîòîðîãî åñòü O(h2). Èñïîëüçóÿ ýòó àïïðîêñèìàöèþ, âìå-
ñòî (20.2) áóäåì èìåòü

uh
i+1 − 2uh

i + uh
i−1

h2
+ r

−uh
i+2 + 4uh

i+1 − 3uh
i

2h
= 0. (20.18)
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Íàïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ýòîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè
êîýôôèöèåíòàìè

q2 − 2q + 1

h2
+ r

−q3 + 4q2 − 3q

2h
= 0.

Îáîçíà÷èì rh/2 = ξ è ïåðåïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå â âèäå
−ξq3 + (1 + 4ξ)q2 − (2 + 3ξ)q + 1 = 0.

Ñóììà êîýôôèöèåíòîâ ýòîãî óðàâíåíèÿ ðàâíà íóëþ, è ñëåäîâàòåëüíî, q = 1 åñòü
êîðåíü ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ïîñëå äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà èç ëåâîé ÷àñòè íà (q−1) ïîëó÷èì
óðàâíåíèå

−ξq2 + (1 + 3ξ)q − 1 = 0,

êîðíÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà

q2,3 =
1 + 3ξ ±

√
1 + 6ξ + 9ξ2 − 4ξ

2ξ
.

Î÷åâèäíî, ÷òî îáà ýòè êîðíÿ ïîëîæèòåëüíû ïðè ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ ξ. Ïîñêîëüêó
îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (20.18) èìååò âèä

uh
i = c1 + c2q

i
2 + c3q

i
3,

òî îñöèëëÿöèè ýòîãî ðåøåíèÿ áóäóò îòñóòñòâîâàòü íà ëþáîé ñåòêå, ò.å. ïðè ëþáûõ h.
Àïïðîêñèìèðóþùèì ýêñïîíåíòó e−rh áóäåò êîðåíü

q2 =
1

2ξ

[
1 + 3ξ −

√
1 + 2ξ + 9ξ2

]
=

=
1

2ξ

{
1 + 3ξ −

[
1 +

2ξ + 9ξ2

2
− (2ξ + 9ξ2)2

8
+

8

16
ξ3 + O(ξ4)

]}
=

= 1− 2ξ + 2ξ2 + O(ξ3) = 1− rh +
r2h2

2
+ O(h3) = e−rh + O(h3)

Çàìå÷àíèå 20.2. Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå (20.18) íåëüçÿ íàïèñàòü äëÿ i = N − 1, òî â
ýòîì óçëå äîëæíà áûòü íàïèñàíà äðóãàÿ àïïðîêñèìàöèÿ óðàâíåíèÿ (20.1), íàïðèìåð,
(20.2) ïðè i = N − 1 ñ ëþáûì σ (ëèáî σ = 1/2, ëèáî σ = 1).
Çàìå÷àíèå 20.3. Ìû ðàññìîòðåëè ñëó÷àé r > 0. Åñëè r < 0, òî, ñäåëàâ â (20.1)
çàìåíó íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé 1− x = t, ïðèäåì ê óðàâíåíèþ

d2u

dt2
− r

du

dt
= u′′ + |r|u′ = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè r < 0 â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ íóæíî èñïîëüçîâàòü àïïðîêñè-
ìàöèþ, çåðêàëüíóþ ê òîé, êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ ïðè r > 0. Èìåííî, âìåñòî ðàçíîñòè
âïåðåä
(ui+1 − ui)/h � ðàçíîñòü íàçàä (ui − ui−1)/h, à âìåñòî
(−ui+2 + 4ui+1 − 3ui)/2h � àïïðîêñèìàöèÿ

ux̄,i +
h

2
ux̄x,i =

ui−2 − 4ui−1 + 3ui

2h
.
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20.3 Î ðàâíîìåðíîé ïî ε ñõîäèìîñòè
Èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî êàêîé áû ìåòîä àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ (20.1) èç
÷èñëà ðàññìîòðåííûõ âûøå ìû íè èçáðàëè, â ëþáîì ñëó÷àå ïðè ôèêñèðîâàííîì N
è ε → 0 íàéäóòñÿ òàêèå óçëû ðàâíîìåðíîé ñåòêè, â êîòîðûõ ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ
áóäåò O(1). ×òîáû îòìåòèòü ýòîò ôàêò, ãîâîðÿò, ÷òî ðàçíîñòíàÿ ñõåìà íå îáëàäàåò
ñâîéñòâîì ðàâíîìåðíîé ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ñõîäèìîñòè.

Îäèí èç ïóòåé îáåñïå÷åíèÿ ðàâíîìåðíîé ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ñõîäèìîñòè � èñ-
ïîëüçîâàíèå ñãóùàþùèõñÿ ñåòîê. Îäíà èç ïðîñòåéøèõ ñåòîê, íàçûâàåìàÿ ñåòêîéØèø-
êèíà, èìååò âèä

Ω =
{
xi

∣∣ xi = ih, i = 0, N/2, xi = xN/2 + (i−N/2)H, i = N/2 + 1, N,

h = δ/(N/2), H = (1− δ)/(N/2), δ = min {c ε ln N, 1/2}}

èëè (ñì. ðèñ. 2)
xi = x(ti), ãäå ti = i/N, à

x(t) =

{
2δt, 0 6 t 6 1/2,

1− 2(1− δ)(1− t), 1/2 < t 6 1

åñòü êóñî÷íî-ëèíåéíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå îòðåçêà [0, 1] íà ñåáÿ.

δ

1/2 1

1
x

t

-

6

Ðèñ. 2

Ýòà ñåòêà ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ðàâíîìåðíîé ñ øàãîì h ¿ H íà îòðåçêå [0, δ] è ñ øàãîì
H íà îòðåçêå [δ, 1].
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Hh

δ

Ðèñ. 3

Ðàâíîìåðíàÿ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó òî÷íîñòü ðàçíîñòíîé ñõåìû îïðåäåëÿåòñÿ ïî-
ãðåøíîñòüþ àïïðîêñèìàöèè ðàçíîñòíîé ñõåìû è âåëè÷èíîé ïàðàìåòðà c, êîòîðûé
äîëæåí áûòü âûáðàí òàêèì, ÷òîáû íà äëèíå δ áûñòðî ìåíÿþùàÿñÿ ñîñòàâëÿþùàÿ
òî÷íîãî ðåøåíèÿ óñïåëà ïðèíÿòü ñòîëü ìàëîå çíà÷åíèå, êîòîðîå óæå íå âëèÿåò íà
ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ.

20.4 Íåãëàäêèå ðåøåíèÿ
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

−1

x
(xu′)′ +

λ2

x2
u = 0, 0 < x < 1. (20.19)

Ýòî óðàâíåíèå íå âêëàäûâàåòñÿ â òîò êëàññ óðàâíåíèé, êîòîðûé ìû äëÿ ñåáÿ âûäå-
ëèëè. Èìåííî, êîýôôèöèåíò p(x) := x > 0, íî íå îòðåçàí îò íóëÿ ïîñòîÿííîé (íà
ðàññìàòðèâàåìîì îòðåçêå). Ïîýòîìó äëÿ óðàâíåíèÿ (20.19) â òî÷êå x = 0 íåëüçÿ ñòà-
âèòü ïðîèçâîëüíîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå. Â ñàìîì äåëå, áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(20.19) â âèäå

u(x) = xα.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (20.19), íàõîäèì, ÷òî äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ óðàâíåíèÿ
òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

α2 = λ2,

ò.å. α = ±λ. Òåì ñàìûì, ìû íàøëè äâà ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (20.19),
è åãî îáùåå ðåøåíèå åñòü

u(x) = c1x
λ + c2x

−λ. (20.20)
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî λ > 0. Åñëè íàñ èíòåðåñóåò îãðàíè-
÷åííîå ðåøåíèå (÷òî åñòåñòâåííî ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé), òî c2 = 0 è

u(x) = c1x
λ.

Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî åäèíñòâåííûì äîïóñòèìûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì èç ÷èñëà êëàñ-
ñè÷åñêèõ ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå

u(0) = 0. (20.21)
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(èìåííî ýòî óñëîâèå è áóäåò âûäåëÿòü èç (20.20) îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå). Ïðè x = 1
ìîæíî ñòàâèòü ëþáîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå, íàïðèìåð,

u(1) = 1. (20.22)

Òîãäà ðåøåíèåì çàäà÷è (20.19), (20.21), (20.22) áóäåò ôóíêöèÿ

u(x) = xλ. (20.23)

Åñëè 0 < λ < 1, òî óæå ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ èíòåðåñóþùåãî íàñ ðåøåíèÿ íå îãðà-
íè÷åíà, íå ãîâîðÿ óæå î ÷åòâåðòîé ïðîèçâîäíîé, êîòîðàÿ ôèãóðèðóåò â ïîãðåøíîñòè
àïïðîêñèìàöèè. Î õîðîøåé ñõîäèìîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå
ãîâîðèòü òðóäíî. Âûõîä èç ñîçäàâøåãîñÿ ïîëîæåíèÿ ìîæíî íàéòè íà ïóòè èñïîëüçî-
âàíèÿ ñïåöèàëüíîé ñãóùàþùåéñÿ ê òî÷êå x = 0 ñåòêè. Êàê ýòó ñåòêó ïîñòðîèòü? Ïóñòü
x = x(t) åñòü îòîáðàæåíèå îòðåçêà [0, 1] íà ñåáÿ. Äëÿ t ∈ [0, 1] ââåäåì ðàâíîìåðíóþ
ñåòêó ñ øàãîì h = 1/N . Òîãäà

xi = x(ti)

áóäåò çàäàâàòü óçëû íåðàâíîìåðíîé ñåòêè ïî x. Íà ýòîé íåðàâíîìåðíîé ñåòêå

1

1

xi

ti

x

t

-

6

Ðèñ. 4

è àïïðîêñèìèðóåì óðàâíåíèå (20.19). Ïóñòü

hi = xi − xi−1, ~i = (hi + hi+1)/2.
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Òîãäà, èñïîëüçóÿ, íàïðèìåð, ìåòîä áàëàíñà (ñì. § 7), äëÿ óðàâíåíèÿ (20.19) ïîëó÷èì
ñëåäóþùóþ àïïðîêñèìàöèþ

1

xi

1

~i

(
xi+1/2

uh
i+1 − uh

i

hi+1

− xi−1/2

uh
i − uh

i−1

hi

)
− λ2

x2
i

uh
i = 0. (20.24)

Èññëåäóåì ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ýòîé ðàçíîñòíîé ñõåìû íà íåðàâíîìåðíîé
ñåòêå. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Òåéëîðà, áóäåì èìåòü

Ψi =
1

xi

1

~i

[
xi+1/2ux,i − xi−1/2ux̄,i

]− 1

xi

(xu′)′i =

=
1

xi

1

~i

[(
xi +

hi+1

2

)(
u′i +

hi+1

2
u′′i +

h2
i+1

6
u′′′i +

h3
i+1

24
ũIV

i

)
−

−
(

xi − hi

2

)(
u′i −

hi

2
u′′i +

h2
i

6
u′′′i −

h3
i

24
˜̃u

IV

i

)]
− 1

xi

(xu′)′i =

=
1

xi

1

~i

[
h2

i+1

(
xi

6
u′′′i +

1

4
u′′i

)
+ h3

i+1

(
xi

24
ũIV

i +
1

12
u′′′i

)
+

h4
i+1

48
ũIV

i −

− h2
i

(
xi

6
u′′′i +

1

4
u′′i

)
+ h3

i

(
xi

24
˜̃uIV

i +
1

12
u′′′i

)
− h4

i

48
˜̃uIV

i

]
=

=
h2

i+1 − h2
i

~i

(
1

6
u′′′i +

1

4

u′′i
xi

)
+

h3
i+1

~i

(
1

24
ũIV

i +
1

12

u′′′i
xi

)
+

+
h3

i

~i

(
1

24
˜̃uIV

i +
1

12

u′′′i
xi

)
+

1

48

h4
i+1

~i

ũIV
i

xi

− 1

48

h4
i

~i

˜̃uIV
i

xi

.

(20.25)

Ïîäñòàâèì ñþäà èñòèííîå çíà÷åíèå u(x) èç (20.23) è îöåíèì âêëàä â ïîãðåøíîñòü
ðåøåíèÿ òèïè÷íîé ñîñòàâëÿþùåé ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè

◦
ψi = c(xi)h

2
i x

λ−4
i .

Ýòà ñîñòàâëÿþùàÿ ïðåäñòàâëåíà â ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè (20.25) âòîðûì è òðå-
òüèì ñëàãàåìûìè. Ñîñòàâëÿþùóþ ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ, îòâå÷àþùóþ

◦
ψi, îáîçíà÷èì

÷åðåç ◦
zi. Äëÿ íåå èìååì óðàâíåíèå

− 1

xi

1

~i

(
xi+1/2

◦
zi+1 − ◦

zi

hi+1

− xi−1/2

◦
zi − ◦

zi−1

hi

)
+

λ2

x2
i

◦
zi = c(xi)h

2
i x

λ−4
i .

Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 19.1 äëÿ ìàêñèìóìà |◦zi| ïîëó÷àåì îöåíêó

max
i
|◦zi| 6 max

i

c(xi)h
2
i x

λ−2
i

λ2
. (20.26)

Èç ýòîé îöåíêè ñëåäóåò, ÷òî, åñëè λ > 2, òî íèêàêèõ ïðîáëåì íåò, èáî â ýòîì ñëó÷àå
âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ïðàâîé ÷àñòè ïîä çíàêîì max, èìååò ðàâíîìåðíóþ ïî xi ìàëîñòü
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O(h2
i ), è ñåòêó ìîæíî áðàòü ðàâíîìåðíîé. Åñëè æå λ < 2, òî ðàâíîìåðíîé ïî xi ìàëîñòè

O(h2
i ) óêàçàííîãî âûðàæåíèÿ íå ãàðàíòèðóåòñÿ, åñëè ñåòêà íå âûáðàíà íàäëåæàùèì

îáðàçîì. Ïîñêîëüêó c(xi) èç ïðàâîé ÷àñòè (20.26) ìåíÿåòñÿ ìàëî, âûáåðåì ñåòêó ïðè
λ < 2 òàê, ÷òîáû

h2
i x

λ−2
i ≈ const.

Òàê êàê
hi = xi − xi−1 = N−1x′(t∗i ), (20.27)

òî
h2

i x
λ−2
i = N−2x′2(t∗i )x

λ−2
i .

Ïóñòü
x′2xλ−2 = c,

ãäå c � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, èëè

x′xλ/2−1 =
√

c = c1.

Èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå, íàõîäèì, ÷òî

xλ/2 = c1t + c2,

èëè
x = (c1t + c2)

2/λ.

Òàê êàê x(0) = 0, à x(1) = 1, òî c2 = 0, à c1 = 1. Òåì ñàìûì,

x = t2/λ, (20.28)

è, ñëåäîâàòåëüíî,
xi = (i/N)2/λ. (20.29)

Åñëè óçëû ñåòêè áóäóò çàäàíû ïî çàêîíó (20.29), òî, â ñèëó (20.27), (20.28) ïðè λ < 2

hi = 2N−1t̃
2/λ−1
i /λ,

è âåëè÷èíû øàãîâ ñåòêè óìåíüøàþòñÿ ïðè ïðèáëèæåíèè ê ãðàíèöå x = 0, ò.å. ïîñòðî-
åííàÿ ñåòêà ÿâëÿåòñÿ ñãóùàþùåéñÿ â îêðåñòíîñòè x = 0. Åñëè i ∼ N , òî hi ∼ cN−1, à
åñëè i = 1, òî

h1 =
2

λ
N−2/λ (λ < 2).

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñêàçàííîå, à òàêæå (20.23), (20.28) è (20.26), ëåãêî ïðîâåðèòü,
÷òî âêëàä ïîñëåäíèõ ÷åòûðåõ ñëàãàåìûõ ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè (20.25) â ïî-
ãðåøíîñòü ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé O(N−2).

Îáðàòèìñÿ ê ïåðâîìó ñëàãàåìîìó ïðàâîé ÷àñòè (20.25). Èñïîëüçóÿ, íàïðèìåð, ôîð-
ìóëó Òåéëîðà, íàõîäèì, ÷òî

h2
i+1 − h2

i

~i

= 2(hi+1 − hi) = 2(xi+1 − 2xi + xi−1) = 2N−2x′′i (t
∗).
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Ñíîâà ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (20.23), (20.28) è (20.26), çàêëþ÷àåì, ÷òî âêëàä è ïåðâîãî
ñëàãàåìîãî ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè (20.25) â ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ îöåíèâàåòñÿ
âåëè÷èíîé O(N−2).
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Ãëàâà VI

×èñëåííûå ìåòîäû äëÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ

÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè

233





� 21

Ðàçíîñòíûå ñõåìû äëÿ óðàâíåíèÿ
òåïëîïðîâîäíîñòè

21.1 Íåñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè
Íåñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ÿâëÿåò ñîáîé ïðîñòåéøèé ïðèìåð ïàðà-
áîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ � óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Âîçüìåì åãî â âèäå

∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
+ f(x, t), 0 < x < 1, 0 < t 6 T. (21.1)

×òîáû âûäåëèòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (21.1), íóæíî çàäàòü äîïîëíèòåëü-
íûå óñëîâèÿ. Òàêîâûìè ìîãóò áûòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, çàäàâàåìûå ïðè x = 0 è x = 1,
è íà÷àëüíîå óñëîâèå, çàäàâàåìîå ïðè t = 0. Ïóñòü, íàïðèìåð, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
èìåþò âèä

u(0, t) = u(1, t) = 0, (21.2)
à íà÷àëüíîå óñëîâèå �

u(x, 0) = ϕ(x). (21.3)
Êàê èçâåñòíî èç êóðñà ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, çàäà÷à (21.1)-(21.3) ïî-

ñòàâëåíà êîððåêòíî è ïðè íàäëåæàùåé ãëàäêîñòè f(x, t) è ϕ(x) èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå.

Ïîñìîòðèì íà óðàâíåíèå (21.1) ñ òî÷êè çðåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ ýòîãî îáîçíà÷èì ∂u/∂t = u̇ è ïåðåïèøåì (21.1) â
âèäå

−∂2u

∂x2
= f(x, t)− u̇ ≡ F(x, t). (21.4)

Ñ÷èòàÿ F(x, t) â (21.4) çàäàííîé ôóíêöèåé, à t � ïàðàìåòðîì, ìû ìîæåì óñëîâíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü (21.4) êàê îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, àïïðîêñèìàöèþ
êîòîðîãî ìû ñòðîèòü óìååì. Íà [0, 1] ââåäåì ñåòêó

ω̄h =
{
x = xi = ih

∣∣ i = 0, . . . , N
}

235
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ñ âíóòðåííèìè óçëàìè

ωh =
{
xi ∈ ω̄h

∣∣ i = 1, . . . , N − 1
}

è íà ýòîé ñåòêå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (21.4) àïïðîêñèìèðóåì ðàçíîñòíûì
óðàâíåíèåì

−uh
x̄x,i = Fh(xi, t), xi ∈ ωh. (21.5)

Òåïåðü íóæíî âñïîìíèòü (21.4), â ñèëó êîòîðîãî

F(xi, t) = f(xi, t)− u̇(xi, t).

Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ïîëîæèòü

Fh(xi, t) = fh(xi, t)− u̇h
i .

Òîãäà (21.5) ïðèìåò âèä

−uh
x̄x,i = fh

i (t)− u̇h
i , xi ∈ ωh. (21.6)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó (N−1) îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ (N + 1) íåèçâåñòíûìè uh

i , i = 0, . . . , N . Âîñïîëüçó-
åìñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (21.2) è ïîëîæèì

uh
0(t) = uh

N(t) = 0. (21.7)

Ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ ýòèõ íåèçâåñòíûõ èç (21.6) áóäåì èìåòü ñèñòåìó (N−1) óðàâíåíèé
ñ (N − 1) íåèçâåñòíûìè.

Ïåðåïèøåì òåïåðü (21.6) ïî-äðóãîìó, ïîñòàâèâ íà ïåðâîå ìåñòî ïðîèçâîäíóþ

u̇h
i = uh

x̄x,i + fh
i (t), i = 1, . . . , N − 1, (21.8)

è ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

U = [uh
1 . . . uh

N−1]
T ,

Λ =
1

h2




−2 1 0 . . . 0 0
1 −2 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1 −2


 ,

F = [fh
1 . . . fh

N−1].

(21.9)

Òîãäà ñèñòåìà (21.8) ñ ó÷åòîì (21.7) ïðèìåò âèä

dU

dt
= ΛU + F. (21.10)
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Ââåäåì åùå îäíî îáîçíà÷åíèå

Φ = [ϕ1 . . . ϕN−1]
T

è ïîëîæèì
U(0) = Φ. (21.11)

Ñîîòíîøåíèÿ (21.10), (21.11) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåìû îáûê-
íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà. Äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðå-
øåíèÿ ýòîé çàäà÷è ìîæíî èñïîëüçîâàòü óæå èçó÷åííûå ìåòîäû. Íàïðèìåð, ìåòîä
Ýéëåðà, êîòîðûé ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèÿì

U j+1 − U j

τ
= ΛU j + F j, U0 = Φ, (21.12)

èëè íåÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà

U j+1 − U j

τ
= ΛU j+1 + F j+1, U0 = Φ, (21.13)

à ìîæíî è ìåòîä òðàïåöèé

U j+1 − U j

τ
=

1

2
Λ

[
U j+1 + U j

]
+

1

2

(
F j+1 + F j

)
, U0 = Φ. (21.14)

Ìû íå áóäåì èçó÷àòü îáùèå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è (21.10), (21.11), à îãðàíè÷èìñÿ
îäíîøàãîâûìè, êàê (21.12)-(21.14), êîòîðûå â òåîðèè ðàçíîñòíûõ ñõåì äëÿ ïàðàáîëè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðèíÿòî íàçûâàòü äâóõñëîéíûìè.

Èçó÷åíèå (21.12), (21.13) è (21.14) ìîæíî ïðîâîäèòü îäíîâðåìåííî, åñëè çàïèñàòü
èõ åäèíûì îáðàçîì çà ñ÷åò ââåäåíèÿ ïàðàìåòðà σ:

U j+1 − U j

τ
= σΛU j+1 + (1− σ)ΛU j + σF j+1 + (1− σ)F j. (21.15)

Ïîëàãàÿ çäåñü σ = 0, 1 èëè 1/2, ïîëó÷èì (21.12), (21.13) èëè (21.14), ñîîòâåòñòâåííî.
Ïîñìîòðèì òåïåðü íà (21.15) ñ òî÷êè çðåíèÿ àïïðîêñèìàöèè íå çàäà÷è Êîøè äëÿ

ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (21.10), (21.11), à ñ òî÷êè çðå-
íèÿ àïïðîêñèìàöèè çàäà÷è (21.1)-(21.3). Â ðåçóëüòàòå äâóõ øàãîâ àïïðîêñèìàöèè â
îáëàñòè [0, 1]× [0, T ] îáðàçîâàíà ñåòêà (ñì. ðèñ. 1),

íà êîòîðîé äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (21.1) àïïðîêñèìèðîâàíî ñèñòåìîé ðàçíîñò-
íûõ óðàâíåíèé

uh j+1
i − uh j

i

τ
= σuh j+1

x̄x,i +(1−σ)uh j
x̄x,i + fh j

i , i = 1, . . . , N − 1, j = 0, . . . , J − 1, (21.16)
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xi

h

τtj

xN = 1

tj = T
t

0 x

-

6

Ðèñ. 1

à ãðàíè÷íûå (21.2) è íà÷àëüíîå (21.3) óñëîâèÿ � ñîîòíîøåíèÿìè

uh j
0 = 0, uh j

N = 0, j = 1, . . . , J, (21.17)

è
uh 0

i = ϕi, i = 0, . . . , N, (21.18)
ñîîòâåòñòâåííî. (Íà ñâÿçè fh j

i ñ f(x, t) ìû íå îñòàíàâëèâàåìñÿ).
Ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ

uj
i = u, uj+1

i = û, (û− u)/τ = ut.

Â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ óðàâíåíèÿ (21.16) ïðèìóò âèä

uh
t = σûh

x̄x + (1− σ)uh
x̄x + fh. (21.19)

Ïîãðåøíîñòüþ àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ (21.1) óðàâíåíèÿìè (21.19) áóäåò ñåòî÷-
íàÿ ôóíêöèÿ

Ψ = fh + σûx̄x + (1− σ)ux̄x − ut,

ãäå u = u(xi, tj) � çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (21.1) â óçëàõ (xi, tj).
Óïðàæíåíèå 21.1. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè íàäëåæàùåé ãëàäêîñòè (êàêîé?)

Ψ =

{
O(τ + h2) ïðè σ = 0, σ = 1,

O(τ 2 + h2) ïðè σ = 1/2.
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Çàìå÷àíèå 21.1. Äëÿ íàïèñàíèÿ óðàâíåíèé (21.19) ïðè σ = 0, σ = 1 èëè σ = 1/2
òðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà óçëîâ

j + 1
j

•
• • •

• • •
•

• • •
• • •

ñîîòâåòñòâåííî, íàçûâàåìûå øàáëîíàìè.

21.2 Óñòîé÷èâîñòü ïî íà÷àëüíûì äàííûì
Èññëåäóåì ðàçíîñòíóþ ñõåìó (21.16)-(21.18) íà ïðåäìåò åå óñòîé÷èâîñòè ïî íà÷àëüíûì
äàííûì. Äëÿ ýòîãî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü â óðàâíåíèÿõ (21.16) ðàâíà íóëþ,
ò.å.

uh j+1
i − uh j

i

τ
= σuh j+1

x̄x,i + (1− σ)uh j
x̄x,i,

i = 1, . . . , N − 1,

j = 0, . . . , J − 1.
(21.20)

×òîáû èññëåäîâàòü âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè, íàéäåì ðåøåíèå çàäà÷è (21.20), (21.17),
(21.18). Ðåøåíèå áóäåì èñêàòü ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Áóäåì èñêàòü ÷àñòíûå
ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (21.20) â âèäå

uj
i = XiTj.

Òîãäà
Tj+1 − Tj

τ
Xi = (σTj+1 + (1− σ)Tj)Xx̄x,i

èëè
(Tj+1 − Tj)/τ

σTj+1 + (1− σ)Tj

=
Xx̄x,i

Xi

= −λh, (21.21)

ãäå λh � ïîñòîÿííàÿ. Ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (21.17) äëÿ Xi èç (21.21) ïîëó÷èì
çàäà÷ó

Xx̄x,i + λhXi = 0, i = 1, 2, . . . , N − 1, X0 = XN = 0,

èëè, â ðàçâåðíóòîì âèäå,

−Xi−1 + 2Xi −Xi+1 = h2λhXi, i = 1, 2, . . . , N − 1, X0 = XN = 0. (21.22)

Íî ýòà çàäà÷à ñîâïàäàåò ñ ðàññìîòðåííîé íàìè ðàíåå çàäà÷åé (6.33), åñëè â ïîñëåäíåé
ïîä λ ïîíèìàòü h2λh. Ïîýòîìó, â ñèëó (6.35)

X
(k)
i =

√
2 sin kπxi, i = 1, . . . , N − 1 (21.23)

ñóòü ñîáñòâåííûå âåêòîðû çàäà÷è (21.22), êîòîðûå îðòîãîíàëüíû â ñìûñëå ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ

(u, v) =
N−1∑
i=1

uivih
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è íîðìèðîâàíû, ò.å. ‖X(k)
i ‖2 =

(
X

(k)
i , X

(k)
i

)
= 1. Â ñèëó (6.42)

λh
k =

4

h2
sin2 kπh

2
, k = 1, . . . , N − 1 (21.24)

� ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýòîé çàäà÷è.
Äàëåå, èç (21.21) íàõîäèì, ÷òî

T
(k)
j+1 − T

(k)
j

τ
+ λh

k

[
σT

(k)
j+1 + (1− σ)T

(k)
j

]
= 0

èëè
(1 + στλh

k)T
(k)
j+1 = (1− (1− σ)τλh

k)T
(k)
j .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
T

(k)
j+1 = qkT

(k)
j ,

ãäå

qk =
1− (1− σ)τλh

k

1 + στλh
k

(21.25)

è ïîýòîìó
T

(k)
j = ckq

j
k. (21.26)

Èòàê, ìû íàøëè, ÷òî ôóíêöèè

u
j(k)
i = X

(k)
i T

(k)
j , k = 1, . . . , N − 1,

ãäå X
(k)
i è T

(k)
j èç (21.23) è (21.26), ñîîòâåòñòâåííî, ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ðåøåíèÿìè

óðàâíåíèé (21.20), óäîâëåòâîðÿþùèìè ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (21.17). Ïîñòðîèì ëèíåé-
íóþ êîìáèíàöèþ ýòèõ ðåøåíèé

uh j
i =

N−1∑

k=1

ckX
(k)
i qj

k. (21.27)

Ïîëàãàÿ çäåñü j = 0, ïîëó÷èì

uh 0
i =

N−1∑

k=1

ckX
(k)
i ,

à ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (21.18), çàêëþ÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ (21.27) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü
íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (21.18), åñëè

N−1∑

k=1

ckX
(k)
i = ϕi,
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ò.å. åñëè ïîñòîÿííûå ck ñóòü êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè ϕi ïðè ðàçëîæåíèè ïî
îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìå X

(k)
i

ck = (ϕ,X(k)) =
N−1∑
i=1

ϕiX
(k)
i h. (21.28)

Èòàê, ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ (21.27) ñ êîýôôèöèåíòàìè ck èç (21.28) óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèÿì (21.20), ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (21.17) è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (21.18), à
ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (21.20), (21.17), (21.18).

Íàéäåì îöåíêó ýòîãî ðåøåíèÿ. Âîçâîäÿ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè (21.27) â êâàäðàò è
ñóììèðóÿ ðåçóëüòàò ïî i îò 1 äî N − 1, ñ ó÷åòîì îðòîãîíàëüíîñòè X

(k)
i , áóäåì èìåòü

‖uh j‖2
Lh

2
=

N−1∑
i=1

(uh j
i )2h =

N−1∑
i=1

h

N−1∑

k,l=1

ckclX
(k)
i X

(l)
i qj

kq
j
l =

=
N−1∑

k,l=1

ckclq
j
kq

j
l (X

(k)
i , X

(l)
i ) =

N−1∑

k=1

c2
kq

2j
k 6 max

k
q2j
k

N−1∑

k=1

c2
k = max

k
q2j
k ‖ϕ‖2

Lh
2
.

Ïóñòü
|qk| 6 1. (21.29)

Òîãäà
‖uh j‖Lh

2
6 ‖ϕ‖Lh

2
, (21.30)

ò.å. Lh
2-íîðìà ðåøåíèÿ ïðè ëþáîì j íå ïðåâîñõîäèò Lh

2-íîðìû íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ.
Âûÿñíèì, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (21.29). Ñ ó÷åòîì (21.24), (21.25) ïðè σ > 0

èìååì
−

(
1 +

4τ

h2
σ sin2 kπh

2

)
6 1− 4τ

h2
(1− σ) sin2 kπh

2

èëè, ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ,

2− 4τ

h2
(1− 2σ) sin2 kπh

2
> 0, k = 1, . . . , N − 1.

Îòñþäà âûòåêàåò óñëîâèå

(1− 2σ) 6 h2

2τ
min

k

1

sin2 kπh
2

.

Ïîñêîëüêó min
k

sin−2 kπh
2

> 1, òî (21.29) áóäåò âûïîëíåíî, åñëè

(1− 2σ) 6 h2

2τ
èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî,

σ > 1

2
− h2

4τ
. (21.31)

Èòàê, íàìè äîêàçàíà
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Òåîðåìà 21.1. Åñëè ïàðàìåòð σ ñõåìû (21.20) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (21.31), òî
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (21.20), (21.17), (21.18) ñïðàâåäëèâà àïðèîðíàÿ îöåíêà

max
j

‖uh j‖Lh
2

6 ‖uh 0‖Lh
2
, j = 1, 2, . . . , J. (21.32)

Îïðåäåëåíèå 21.1. Ãîâîðÿò, ÷òî ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (21.20) óñòîé÷èâà ïî íà÷àëüíûì
äàííûì, åñëè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (21.20), (21.17), (21.18) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uh j‖(1) 6 M‖uh 0‖(2),

ãäå ‖ · ‖(1) è ‖ · ‖(2) � íåêîòîðûå íîðìû, à M = const > 0 íå çàâèñèò îò τ è h.

Ñëåäñòâèå 1. Òåîðåìà 21.1 óòâåðæäàåò óñòîé÷èâîñòü ïî íà÷àëüíûì äàííûì ñõå-
ìû (21.20) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (21.31), êîãäà

‖ · ‖(2) = ‖ · ‖Lh
2
, ‖ · ‖(1) = ‖ · ‖Lh∞(0,T )×Lh

2 (0,1).

Îáñóäèì óñëîâèå (21.31). Åñëè σ = 1, ò.å. èñïîëüçîâàí íåÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà äëÿ
ñèñòåìû, òî (21.31) âûïîëíåíî ïðè ëþáûõ τ è h. Òî æå ñàìîå èìååò ìåñòî è ïðè σ = 1/2
(ñõåìà òðàïåöèé). Åñëè æå σ = 0, òî äëÿ âûïîëíåíèÿ (21.31) íóæíî, ÷òîáû

τ 6 h2/2. (21.33)

Ïðî ïåðâûå äâå ñõåìû (ïðè σ = 1 è σ = 1/2) ãîâîðÿò, ÷òî îíè áåçóñëîâíî óñòîé÷èâû, à
òðåòüÿ (σ = 0) óñòîé÷èâà óñëîâíî (äëÿ óñòîé÷èâîñòè øàãè ïî âðåìåíí�îé ïåðåìåííîé
è ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ñâÿçàíû íåðàâåíñòâîì (21.33)).

Íàïîìíèì, ÷òî âñå òðè ñõåìû íóëü-óñòîé÷èâû ïî òåðìèíîëîãèè èç îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, à ïåðâûå äâå åùå è A-óñòîé÷èâû.

Îòìåòèì, ÷òî ÷èñëà (−λh
k) ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ìàòðèöû (21.9)

max
k
| − λh

k|
min

k
| − λh

k|
=

λh
N−1

λh
1

=
sin2 (N−1)πh

2

sin2 πh
2

=

=
cos2 πh

2

sin2 πh
2

= ctg2πh

2
À 1 ïðè h ¿ 1,

ò.å. ñèñòåìà óðàâíåíèé (21.8) æåñòêàÿ.

21.3 Óñòîé÷èâîñòü ïî ïðàâîé ÷àñòè
Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê íåîäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ (21.19), à âìåñòî (21.18) ïîñòàâèì
îäíîðîäíûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

uh 0
i = 0, i = 0, . . . , N. (21.34)
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Òåîðåìà 21.2. Åñëè ïàðàìåòð σ ñõåìû (21.19) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (21.31), òî
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (21.19), (21.17), (21.34)ñïðàâåäëèâà àïðèîðíàÿ îöåíêà

max
j

‖uh j‖Lh
2

6 T max
j

‖fh j‖Lh
2
. (21.35)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçëîæèì uh j
i è fh j

i ïðè êàæäîì j ïî ñîáñòâåííûì âåêòîðàì
çàäà÷è (21.22)

uh j
i =

N−1∑

k=1

T
(k)
j X

(k)
i , fh j

i =
N−1∑

k=1

f
(k)
j X

(k)
i .

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ðàçëîæåíèÿ â (21.19) è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îðòîãîíàëüíîñòü X
(k)
i ,

ïîëó÷èì
T

(k)
j+1 − T

(k)
j

τ
+ λh

k

[
σT

(k)
j+1 + (1− σ)T

(k)
j

]
= f

(k)
j .

Ïðèâîäÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû, íàéäåì, ÷òî

[1 + στλh
k]T

(k)
j+1 = [1− (1− σ)τλh

k]T
(k)
j + τf

(k)
j ,

à, ðàçðåøàÿ îòíîñèòåëüíî T
(k)
j+1, áóäåì èìåòü

T
(k)
j+1 = qkT

(k)
j +

τ

1 + στλh
k

f
(k)
j .

Â ñèëó (21.29) |qk| 6 1, à ïðè σ > 0 çíàìåíàòåëü (1 + στλh
k) > 1 è ïîýòîìó

∣∣ T
(k)
j+1

∣∣6
∣∣ T

(k)
j

∣∣ |qk|+ τ
∣∣ f

(k)
j

∣∣6
∣∣ T

(k)
j

∣∣ +τ
∣∣ f

(k)
j

∣∣ .

Äàëåå

‖uh j+1‖Lh
2

=

√√√√
N−1∑

k=1

(
T

(k)
j+1

)2

6

√√√√
N−1∑

k=1

(∣∣ T
(k)
j

∣∣ +τ
∣∣ f

(k)
j

∣∣
)2

6 ‖uh j‖Lh
2

+ τ‖fh j‖Lh
2
.

Ñóììèðóÿ ýòî íåðàâåíñòâî ïî j â íóæíûõ ïðåäåëàõ, ïðèäåì ê (21.35). Òåîðåìà äîêà-
çàíà.
Òåîðåìà 21.3 (ñõîäèìîñòè). Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (21.31), è ðåøåíèå çàäà-

÷è (21.1)-(21.3) u(x, t) ∈ C4[0, 1] × C3[0, T ], òî ðåøåíèå uh çàäà÷è (21.16)-(21.18)
ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé fh j

i ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ u çàäà÷è (21.1)-(21.3) ñî ñêîðîñòüþ
O(h2 + (σ − 1/2)τ + τ 2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü zj
i = uh j

i −u(xi, tj) � ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ. Âûðàæàÿ uh j
i

÷åðåç zj
i è u(xi, tj) è ïîäñòàâëÿÿ ðåçóëüòàò â (21.16)-(21.18), äëÿ zj

i ïîëó÷èì çàäà÷ó

zj+1
i − zj

i

τ
= σzj+1

x̄x,i + (1− σ)zj
x̄x,i + Ψj

i ,

zj
0 = zj

N = 0, z0
i = 0.

(21.36)
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Äëÿ çàäà÷è (21.36) ñïðàâåäëèâà îöåíêà, óñòàíàâëèâàåìàÿ òåîðåìîé 21.2, ò.å.

max
j

‖zj
i ‖Lh

2
6 T max

j
‖Ψj

i‖Lh
2
.

Èñïîëüçóÿ òåïåðü ðåçóëüòàòû óïðàæíåíèÿ 21.1, ïðèõîäèì ê óòâåðæäåíèþ òåîðåìû.

21.4 Óñòîé÷èâîñòü â ñìûñëå ìàêñèìóìà ìîäóëÿ
Òåîðåìà 21.4. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå

2(1− σ)

h2
τ 6 1, (21.37)

òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (21.16)-(21.18) ñïðàâåäëèâà àïðèîðíàÿ îöåíêà

max
ij

|uh j
i | 6 max

i
|ϕi|+ T max

ij
|fh j

i |. (21.38)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (21.16) â ïîòî÷å÷íîì âèäå

uh j+1
i − uh j

i

τ
= σ

uh j+1
i−1 − 2uh j+1

i + uh j+1
i+1

h2
+ (1− σ)

uh j
i−1 − 2uh j

i + uh j
i+1

h2
+ fh j

i

è ïðèâåäåì ïîäîáíûå ÷ëåíû
(

1

τ
+

2σ

h2

)
uh j+1

i =

=
σ

h2
uh j+1

i−1 +
σ

h2
uh j+1

i+1 +

(
1

τ
− 2(1− σ)

h2

)
uh j

i +
1− σ

h2
uh j

i−1 +
1− σ

h2
uh j

i+1 + fh j
i .

Âîçüìåì ìîäóëè ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé è îöåíèì ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ
÷åðåç ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ìîäóëåé uh j

i , uh j+1
i è fh j

i . Áóäåì èìåòü
(

1

τ
+

2σ

h2

)
|uh j+1

i | 6

6 2σ

h2
max

i
|uh j+1

i |+
(∣∣∣∣

1

τ
− 2(1− σ)

h2

∣∣∣∣ +
2(1− σ)

h2

)
max

i
|uh j

i |+ max
i
|fh j

i |.

Áåðÿ òåïåðü ìàêñèìóì ïî i ëåâîé ÷àñòè è ïðèâîäÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû, ïîñëå äîìíîæåíèÿ
íà τ ïîëó÷èì:

max
i
|uh j+1

i | 6
(∣∣∣∣ 1− 2(1− σ)τ

h2

∣∣∣∣ +
2(1− σ)τ

h2

)
max

i
|uh j

i |+ τ max
i
|fh j

i |.
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Èçó÷èì êîýôôèöèåíò ïðè maxi |uh j
i |:

∣∣∣∣1−
2(1− σ)τ

h2

∣∣∣∣+
2(1− σ)

h2
τ =





1 ïðè 2(1− σ)

h2
τ 6 1,

4(1− σ)τ

h2
− 1 > 1 ïðè 2(1− σ)

h2
τ > 1

.

Â ñèëó óñëîâèÿ (21.37) òåîðåìû ðåàëèçóåòñÿ ïåðâàÿ âîçìîæíîñòü, è ñëåäîâàòåëüíî

max
i
|uh j+1

i | 6 max
i
|uh j

i |+ τ max
i
|fh j

i |. (21.39)

Ïóñòü
max

j
max

i
|uh j

i | = max
i
|uh j0

i |.
Òîãäà

max
i j

|uh j
i | = max

i
|uh j0

i | 6 max
i
|uh j0−1

i |+ τ max
i
|fh j0−1

i |.

Ïðèáàâëÿÿ ñþäà âñå ïðåäûäóùèå íåðàâåíñòâà (21.39) ïðè j = j0−2, . . . , j = 0, ïîëó÷èì

max
i j

|uh j
i | 6 max

i
|ϕi|+

J∑
j=1

τ max
i
|fh j−1

i | 6 max
i
|ϕi|+ T max

i j
|fh j

i |.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 2. Ïðè σ = 1 îöåíêà (21.38) âåðíà íà ëþáîé ñåòêå. Ïðè σ = 0 (21.37)
ñîâïàäàåò ñ (21.31), è äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè îöåíêè (21.38) äîëæíî áûòü âûïîëíåíî
óñëîâèå (21.33). Åñëè æå σ = 1/2, òî îöåíêà (21.38) âåðíà ïðè

τ/h2 6 1. (21.40)

21.5 Ñåòî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
Ïóñòü {xm} � ñîâîêóïíîñòü ðàâíîîòñòîÿùèõ óçëîâ íà îñè Ox. Áóäåì èñïîëüçîâàòü
îáîçíà÷åíèå

v(xm) = vm, m ∈ Z.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî vm ∈ l2, ò.å.
∑

m∈Z
|vm|2 < ∞. (21.41)

Îïðåäåëåíèå 21.2. Áóäåì íàçûâàòü 2π-ïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ

(Fvm)(ξ) =
∑

m∈Z
vme−imξ = ṽ(ξ) (21.42)

ñåòî÷íûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå.
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Îïðåäåëåíèå 21.3. Îáðàòíûì ñåòî÷íûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå íàçûâàåòñÿ ñå-
òî÷íàÿ ôóíêöèÿ

(F−1ṽ)m =
1

2π

∫ 2π

0

ṽ(ξ)eimξdξ = vm. (21.43)

Çàìå÷àíèå 21.2. Ñîîòíîøåíèå (21.42) íà ñàìîì äåëå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó
ðÿäà Ôóðüå, êîýôôèöèåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé íàìè
ñåòî÷íîé ôóíêöèè vm. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ (21.43) åñòü ôîðìóëà äëÿ êîýôôèöèåíòîâ
Ôóðüå 2π-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè ṽ(ξ).

Çàìå÷àíèå 21.3. Ìîæíî áûëî áû íàçûâàòü ñåòî÷íûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ôóíê-
öèþ

Fvm =
∑

m∈Z
hvme−i(mh)ξ/h ≡ ṽ(ξ/h), ξ/h = ξ′, (21.44)

ãäå h � ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè óçëàìè h = xm−xm−1. Òîãäà îáðàòíîå ïðåîáðà-
çîâàíèå ïðèíÿëî áû âèä

F−1ṽ =
1

2πh

2π∫

0

ṽ(ξ′)ei(mh)ξ/hdξ =
1

2π

π/h∫

−π/h

ṽ(ξ′)ei(mh)ξ′dξ′. (21.45)

Óñòðåìëÿÿ â (21.44) è â (21.45) h ê íóëþ, ïîëó÷èì îáû÷íûå ïðÿìîå è îáðàòíîå ïðå-
îáðàçîâàíèå Ôóðüå:

Fv(x) =

∞∫

−∞

v(x)e−ixξdx = ṽ(ξ),

F−1ṽ(ξ) =
1

2π

∞∫

−∞

ṽ(ξ)eixξdξ = v(x).

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîòðåáóåòñÿ èçâåñòíîå èç òåîðèè ðÿäîâ Ôóðüå ðàâåíñòâî
Ïàðñåâàëÿ

2π∫

0

|ṽ|2dξ =: ‖ṽ‖2
L2(0,2π) =

1

2π
‖vm‖2

l2
:=

1

2π

∑

m∈Z
|vm|2. (21.46)

Ïóñòü T åñòü îïåðàòîð ñäâèãà íàïðàâî, ò.å.

Tvm = vm+1.

Îáðàòíûì ê íåìó áóäåò îïåðàòîð ñäâèãà íàëåâî

T−1vm = vm−1.
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Íàéäåì ñåòî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ýòèõ îïåðàòîðîâ

F (Tvm) =
∑

m∈Z
vm+1e

−imξe−iξeiξ = eiξṽ(ξ).

Àíàëîãè÷íî
F (T−1vm) = e−iξṽ(ξ).

Òåïåðü íàéäåì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ðàçíîñòíûõ îòíîøåíèé. Èìååì

Fvx,m =
1

h
F (T − I)vm =

eiξ − 1

h
ṽ(ξ), (21.47)

Fvx̄,m =
1

h
(I − T−1)vm =

1− e−iξ

h
ṽ(ξ), (21.48)

Fvx̄x,m =
1

h
F (vx,m − vx̄,m) =

eiξ − 1− 1 + e−iξ

h2
ṽ(ξ) =

=
(eiξ/2 − e−iξ/2)2

h2
ṽ(ξ) = −4 sin2 ξ/2

h2
ṽ(ξ). (21.49)

21.6 Óñòîé÷èâîñòü ïî íà÷àëüíûì äàííûì ðàçíîñòíîé
ñõåìû äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòíóþ ñõåìó (21.19) ïðè fh ≡ 0 íà ñåòêå, çàäàííîé íà âñåé îñè Ox,
ò.å. ïóñòü

uh
t,m = σûh

x̄x,m + (1− σ)uh
x̄x,m, m ∈ Z. (21.50)

Òåîðåìà 21.5. Åñëè ïàðàìåòð σ ñõåìû (21.50) ïîëîæèòåëåí è óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ

σ > 1

2
− h2

4τ
(21.51)

òî äëÿ ðåøåíèÿ (21.50) èìååò ìåñòî àïðèîðíàÿ îöåíêà

max
j

‖uh j‖Lh
2

6 ‖uh 0‖Lh
2
, j = 1, 2, . . . . (21.52)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñäåëàåì â (21.50) ñåòî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

ũt +
4 sin2 ξ/2

h2
(σ ˆ̃u + (1− σ)ũ) = 0.

Ðàçðåøàÿ ýòî îáûêíîâåííîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ˆ̃u,
ïîëó÷èì

ˆ̃u = q(ξ)ũ, (21.53)
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ãäå

q(ξ) =
1− (1− σ)

4τ

h2
sin2 ξ

2

1 + σ
4τ

h2
sin2 ξ

2

. (21.54)

Èç (21.53)
‖ˆ̃u‖L2(0,2π) = ‖q(ξ)ũ‖L2(0,2π) 6 max

06ξ62π
|q(ξ)| ‖ũ‖L2(0,2π).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî L2-íîðìà îáðàçà Ôóðüå ðåøåíèÿ íå áóäåò âîçðàñòàòü, åñëè

|q(ξ)| 6 1. (21.55)

Ïðè ýòîì
‖ˆ̃u‖L2(0,2π) 6 ‖ũ‖L2(0,2π) 6 · · · 6 ‖ũ0‖L2(0,2π).

Ïðèíèìàÿ òåïåðü âî âíèìàíèå ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ (21.46), ïðèõîäèì ê (21.52).
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî (21.55) ñëåäóåò èç (21.51). Òàê êàê σ > 0, òî çíàìåíàòåëü â

(21.54) ïîëîæèòåëåí, è âñåãäà q 6 1. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü óñëîâèå q > −1, êîòîðîå
ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

2− (1− 2σ)
4τ

h2
sin2 ξ

2
> 0

èëè
1− 2σ 6 h2

2τ sin2 ξ

2

.

Íî ýòî óñëîâèå áóäåò âûïîëíåíî, åñëè

1− 2σ 6 min
ξ

h2

2τ sin2 ξ

2

=
h2

2τ
,

÷òî ýêâèâàëåíòíî (21.51). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Óïðàæíåíèå 21.2. Ðàññìîòðåòü íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå è óñòàíîâèòü îöåíêó
ðåøåíèÿ ÷åðåç ïðàâóþ ÷àñòü.



� 22

Ðàçíîñòíûå ñõåìû äëÿ óðàâíåíèÿ
êîëåáàíèé ñòðóíû

22.1 Àïïðîêñèìàöèÿ
Ðàññìîòðèì äðóãîé ïðèìåð óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè � óðàâíåíèå êîëå-
áàíèé ñòðóíû

∂2u

∂t2
=

∂2u

∂x2
, 0 < x < 1, 0 < t < T. (22.1)

Ýòî � ãèïåðáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå. Êîððåêòíîé äëÿ íåãî ÿâëÿåòñÿ ñìåøàííàÿ çàäà÷à,
íàïðèìåð,

u(0, t) = u(1, t) = 0, u(x, 0) = ū(x),
∂u

∂t
(x, 0) = ¯̄u(x). (22.2)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðè x = 0 è x = 1 ïðåäïîëàãàþòñÿ îäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè ïåðâîãî ðîäà, à â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ ôóíêöèé âçÿòû íåêîòîðûå ôóíêöèè
ū(x) è ¯̄u(x).

Êàê è ïðè ïîñòðîåíèè àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, àïïðîêñèìè-
ðóåì ñíà÷àëà ïðîèçâîäíóþ ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé x. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
çàäà÷ó

üh
i (t) = uh

x̄x,i(t), i = 1, . . . , N − 1,

uh
0(t) = uh

N(t) = 0,

uh(xi, 0) = ū(xi), u̇h(xi, 0) = ¯̄u(xi),

(22.3)

êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåìû (N − 1) äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà. Òåïåðü ïðîèçâåäåì àïïðîêñèìàöèþ ïî âðåìåíí�îé ïåðå-
ìåííîé: ïðîèçâîäíóþ ü(t) çàìåíèì âòîðûì ðàçíîñòíûì îòíîøåíèåì

ut̄t(tj) ≡ [u(tj+1)− 2u(tj) + u(tj−1)]/τ
2,

249
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à ïðàâóþ ÷àñòü (22.3) � ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé åå çíà÷åíèé ïðè t = tj−1, t = tj è
t = tj+1. Â ðåçóëüòàòå áóäåì èìåòü

uh
t̄t,i = σûh

x̄x,i + (1− 2σ)uh
x̄x,i + σǔh

x̄x,i, i = 1, . . . , N − 1, (22.4)

ãäå íàðÿäó ñ óæå ââåäåííûì ðàíåå îáîçíà÷åíèåì v̂i = vi(tj+1) ïðèíÿòî îáîçíà÷åíèå
v̌i = vi(tj−1). Ïðàâàÿ ÷àñòü (22.4) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå îáùóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ,
à ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ, ñèììåòðè÷íóþ îòíîñèòåëüíî tj−1 è tj+1.

Ê óðàâíåíèÿì (22.4) íóæíî äîáàâèòü ãðàíè÷íûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, êîòîðûå
äîëæíû àïïðîêñèìèðîâàòü ñîîòâåòñòâåííî óñëîâèÿ (22.3)

uh j
0 = uh j

N = 0, j = 0, . . . , J, (22.5)

uh 0
i = ū(xi), i = 1, . . . , N − 1. (22.6)

Âòîðîå èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé (22.3) ñîäåðæèò ïðîèçâîäíóþ. Àïïðîêñèìèðóÿ åå ïî
äâóì òî÷êàì, ïîëó÷èì

uh 0
t,i = ¯̄u(xi), i = 1, . . . , N − 1. (22.7)

Òåîðåìà 22.1. Åñëè ðåøåíèå u(x, t) óðàâíåíèÿ (22.1) îáëàäàåò íåïðåðûâíûìè ÷åò-
âåðòûìè ïðîèçâîäíûìè, òî ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ðàçíîñòíîé ñõåìû (22.4)
åñòü O(τ 2 + h2).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ψj
i = σûx̄x,i + (1− 2σ)ux̄x,i + σǔx̄x,i − ut̄t,i = στ 2ux̄xt̄t,i + ux̄x,i − ut̄t,i =

=
∂2u

∂x2
+ O(h2)− ∂2u

∂t2
+ O(τ 2) = O(τ 2 + h2).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Íàéäåì ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (22.7)

◦
ψi = −u0

t,i + ¯̄u(xi) = −∂u

∂t
(xi, 0)− τ

2

∂2u

∂t2
(xi, 0) + O(τ 2) + ¯̄u(xi) = −τ

2

∂2u

∂t2
(xi, 0) + O(τ 2).

(22.8)
Ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (22.7) åñòü O(τ). Ïîñòðîèì äðóãóþ
àïïðîêñèìàöèþ ñ ïîãðåøíîñòüþ íå õóæå O(τ 2 + h2). Äëÿ ýòîãî ïðåîáðàçóåì (22.8). Â
ñèëó (22.1) ∂2u

∂t2
(x, 0) =

∂2u

∂x2
(x, 0), è ïîýòîìó

◦
ψi = −τ

2

∂2u

∂x2
(xi, 0) + O(τ 2).

Ïðèíèìàÿ òåïåðü âî âíèìàíèå (22.2), áóäåì èìåòü
◦
ψi = −τ

2
ū′′(xi) + O(τ 2).
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Îòñþäà è èç (22.8) ñëåäóåò, ÷òî åñëè âìåñòî ¯̄u(xi) â (22.7) ïîëîæèòü ¯̄u(xi) +
τ

2
ū′′(xi),

ò.å. íàïèñàòü óñëîâèå
uh 0

t,i = ¯̄ui +
τ

2
ū′′i , (22.9)

òî ïîãðåøíîñòü ýòîé àïïðîêñèìàöèè áóäåò O(τ 2). Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî åñëè âìåñòî
ū′′i â (22.9) ïîäñòàâèòü ūx̄x,i, ò.å. âçÿòü

uh 0
t,i = ¯̄ui +

τ

2
ūx̄x,i, (22.10)

òî ïîãðåøíîñòü ýòîé àïïðîêñèìàöèè áóäåò O(τ 2 + h2).
Àïïðîêñèìàöèÿ (22.10) âñåì õîðîøà çà èñêëþ÷åíèåì îäíîãî íî. Èìåííî, äëÿ àï-

ïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ (22.1) ìû èñïîëüçîâàëè îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðàç-
íîñòíûõ ñõåì, ñðåäè êîòîðûõ èìåþòñÿ êàê ÿâíàÿ (σ = 0), òàê è íåÿâíûå (σ 6= 0).
Àïïðîêñèìàöèÿ æå (22.10) âñåãäà ÿâíàÿ. Âíåñåì ïàðàìåòð è â íà÷àëüíîå óñëîâèå.
Ïóñòü

uh 0
t,i = ¯̄ui +

τ

2
[γuh 1

x̄x,i + (1− γ)uh 0
x̄x,i].

ßñíî, ÷òî ïîãðåøíîñòü ýòîé àïïðîêñèìàöèè ñíîâà íå õóæå O(τ 2 +h2). Íàêîíåö, ñîãëà-
ñóåì ïàðàìåòð γ ñ ïàðàìåòðîì σ, ïîëàãàÿ γ/2 = σ. Àïïðîêñèìàöèÿ âòîðîãî íà÷àëüíîãî
óñëîâèÿ (22.2) ïðèìåò ñëåäóþùèé îêîí÷àòåëüíûé âèä

uh 0
t,i = τσuh 1

x̄x,i + τ(
1

2
− σ)uh 0

x̄x,i + ¯̄ui. (22.11)

22.2 Óñòîé÷èâîñòü ïî íà÷àëüíûì äàííûì
Èññëåäóåì âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè ñõåìû (22.4) ïî íà÷àëüíûì äàííûì. Îãðàíè÷èìñÿ
èçó÷åíèåì çàäà÷è Êîøè, ò.å. áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî óðàâíåíèÿ (22.4) è íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ (22.6) è (22.11) çàäàíû äëÿ âñåõ i ∈ Z. Èìåííî, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäó-
þùóþ çàäà÷ó

uh
t̄t,i = σûh

x̄x,i + (1− 2σ)uh
x̄x,i + σǔh

x̄x,i, i ∈ Z, (22.12)

uh 0
i = ūi, uh 0

t,i = τσuh 1
x̄x,i + τ(

1

2
− σ)uh 0

x̄x,i + ¯̄ui, i ∈ Z. (22.13)

Òåîðåìà 22.2. Åñëè ïàðàìåòð σ çàäà÷è (22.12), (22.13) íåîòðèöàòåëåí è óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ

σ > 1

4
− h2

4τ 2
, (22.14)

òî äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ñïðàâåäëèâà àïðèîðíàÿ îöåíêà

‖uh j‖Lh
2

6 ‖ū‖Lh
2

+ T ‖¯̄u‖Lh
2
. (22.15)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñäåëàåì ñåòî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (22.12), (22.13). Äëÿ
îáðàçà Ôóðüå ũj(ξ) ðåøåíèÿ uh j

i ïîëó÷èì çàäà÷ó

ũt̄t +
4 sin2 ξ

2

h2
[σ ˆ̃u + (1− 2σ)ũ + σ ˇ̃u] = 0,

ũ0 = ˜̄u, ũ0
t +

4τ sin2 ξ
2

h2

[
σũ1 +

(
1

2
− σ

)
ũ0

]
= ˜̄̄u.

(22.16)

Óìíîæèì òåïåðü óðàâíåíèå (22.16) íà τ 2 è ïåðåïèøåì â ïîòî÷å÷íîì âèäå

ũj+1 − 2ũj + ũj−1 +
4τ 2

h2
sin2 ξ

2
[σũj+1 + (1− 2σ)ũj + σũj−1] = 0.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå
2τ

h
sin

ξ

2
= λ (22.17)

è íàïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ

(1 + σλ2)q2 − 2

(
1 +

(
σ − 1

2

)
λ2

)
q + (1 + σλ2) = 0

èëè
q2 − 2

1 + (σ − 1/2)λ2

1 + σλ2
q + 1 = 0.

Îòñþäà íàõîäèì êîðíè

q1,2 =
1 + (σ − 1/2)λ2

1 + σλ2
±

√
[1 + (σ − 1/2)λ2 + 1 + σλ2][1 + (σ − 1/2)λ2 − 1− σλ2]

1 + σλ2
=

=
1 + (σ − 1/2)λ2 ±

√
[1 + (σ − 1/4)λ2](−λ2)

1 + σλ2
.

(22.18)
Åñëè

1 +

(
σ − 1

4

)
λ2 > 0,

òî êîðíè q1 è q2 áóäóò êîìïëåêñíûìè è ðàâíûìè ïî ìîäóëþ 1. Åñëè æå

1 +

(
σ − 1

4

)
λ2 = 0,

òî
q1,2 =

1 + (σ − 1/2)λ2

1 + σλ2
=
−1/4 λ2

1/4 λ2
= −1

è ñíîâà |q1,2| = 1.
Âûÿñíèì, êîãäà

1 +

(
σ − 1

4

)
λ2 > 0,
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èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,
(1/4− σ) 6 1

λ2
.

Ýòî íåðàâåíñòâî áóäåò âûïîëíåíî ïðè âñåõ ξ ∈ (0, 2π], åñëè (ñì. (22.17))

1

4
− σ 6 min

ξ

1

λ2
=

h2

4τ 2
.

Íî ýòî óñëîâèå ñîâïàäàåò ñ óñëîâèåì (22.14) òåîðåìû 22.2, è, ñëåäîâàòåëüíî, |q1,2| = 1.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

q1,2 = e±iϕ(ξ) = cos ϕ± i sin ϕ,

ãäå, ñîãëàñíî (22.18),

cos ϕ =
1 + (σ − 1/2)λ2

1 + σλ2
, sin ϕ =

|λ|
√

1 + (σ − 1/4)λ2

1 + σλ2
, (22.19)

è íàéäåì ðåøåíèå çàäà÷è (22.16). Îáùåå ðåøåíèå ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (22.16) åñòü

ũj = c1 cos jϕ + c2 sin jϕ.

Ïðè j = 0
ũ0 = c1 = ˜̄u,

à ïðè j = 1
ũ1 = c1 cos ϕ + c2 sin ϕ.

Èç âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî

c2 =
ũ1 − ˜̄u cos ϕ

sin ϕ
. (22.20)

Äàëåå, èç âòîðîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (22.16)

ũ1(1 + σλ2) =

(
1 +

(
σ − 1

2

)
λ2

)
ũ0 + τ ˜̄̄u,

è, ñëåäîâàòåëüíî,

ũ1 =
1 + (σ − 1/2)λ2

1 + σλ2
ũ0 +

τ ˜̄̄u
1 + σλ2

,

à ñ ó÷åòîì (22.19)

ũ1 = cos ϕ ˜̄u +
τ ˜̄̄u

1 + σλ2
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå ũ1 â (22.20), íàéäåì, ÷òî

c2 =
τ ˜̄̄u

(1 + σλ2) sin ϕ
.



254 � 22. ÐÀÇÍÎÑÒÍÛÅ ÑÕÅÌÛ ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÊÎËÅÁÀÍÈÉ ÑÒÐÓÍÛ

Îêîí÷àòåëüíî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (22.16) ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå

ũj = ˜̄u cos jϕ + τ
˜̄̄u

1 + σλ2

sin jϕ

sin ϕ
. (22.21)

×òîáû îöåíèòü ïðàâóþ ÷àñòü (22.21), íàì ïîòðåáóåòñÿ

Ëåììà 22.1. Ïðè n ∈ N
| sin(nϕ)/ sin ϕ| 6 n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì
∣∣∣∣

einϕ − e−inϕ

eiϕ − e−iϕ

∣∣∣∣=
∣∣∣∣

e2inϕ − 1

e2iϕ − 1

eiϕ

einϕ

∣∣∣∣=
∣∣∣∣

e2inϕ − 1

e2iϕ − 1

∣∣∣∣=
∣∣ e2i(n−1)ϕ + e2i(n−2)ϕ + · · ·+ 1

∣∣6 n.

Ëåììà äîêàçàíà.
Èñïîëüçóÿ ëåììó 22.1, èç (22.21) íàõîäèì, ÷òî

|ũj| 6 |˜̄u|+ τj|˜̄̄u| 6 |˜̄u|+ T |˜̄̄u|.

Îòñþäà
‖ũj‖L2(0,2π) 6 ‖˜̄u‖L2(0,2π) + T‖˜̄̄u‖L2(0,2π),

à ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ

‖uj‖Lh
2

6 ‖ū‖Lh
2

+ T‖¯̄u‖Lh
2
.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 3. Ïðè σ > 1/4 óñëîâèå (22.14) âûïîëíåíî, è îöåíêà (22.15) ðåøåíèÿ
èìååò ìåñòî äëÿ ëþáûõ h è τ . Ïðè σ = 0 (ÿâíàÿ ñõåìà) óñëîâèå (22.14) âûïîëíåíî,
åñëè τ 6 h, è ïîýòîìó îöåíêà (22.15) èìååò ìåñòî òîëüêî ïðè óêàçàííîì ñîîòíîøåíèè
ìåæäó τ è h.


