
Вопрос 1.Тригонометрические ряды. Ряд Фурье для функции с 
периодом 2π. 

 
Определение 1.  Тригонометрическим рядом T x( )называется ряд вида 
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где 
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Коэффициенты a  и  заданы: первые для n , вторые для . Мы доопределим 

 b  также для остальных целых значений , положив a a
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Таким образом, мы можем записать частичные суммы ряда T x( ) как 
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Исходный и получившийся ряды называются действительным и комплексным 

тригонометрическими рядами, соответственно. 

 Если тригонометрический ряд имеет суммой функцию , , то 

его коэффициенты могут быть просто выражены через . Допустим, например, что 

ряд сходится равномерно: 
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 Определение 2. Ряд сходится равномерно на отрезке [ ]ba, , если для всякого 

положительного числа ε  существует число  такое, что для всех и для всех N Nn ≥ x  из 

отрезка [  выполняется неравенство ]ba,
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Тогда, помножив на  и на  или, в комплексном случае, на , 

проинтегрировав почленно от 

mxcos mxsin imxe

π− до π , используя известные формулы: 
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найдем, что 
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 Если  действительно, то и  действительны, а  и  сопряжены. Если 

нечетно, то  

f na nb nc nc−
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Если  четно, то 0и формула для преобразовывается аналогично. f =nb na

Ряд Фурье для функции периода 2π . 

Пусть задана некоторая функция  периода )(xf 2π , и мы хотим представить эту 

функцию в виде суммы тригонометрического ряда. Если такое представление возможно, 

то коэффициенты и  необходимо получаются с помощью формул (*). Определенные 

этим способом коэффициенты и называются коэффициентами Фурье для функции 

, а тригонометрический ряд с такими коэффициентами называется ее рядом Фурье. 

Наиболее часто используемым классом функций, для которых возможно их представление 

в виде ряда Фурье являются кусочно-гладкие функции. 
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Определение 3. Функцию  называют кусочно-гладкой на отрезке [ , если она 

сама и ее производная либо непрерывны на этом отрезке, либо допускают на нем 
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конечное число разрывов первого рода ( разрывами первого рода функции 

g x( ) называются точки , где x0 g x g x g x g x
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Утверждение 1. Ряд Фурье функции периода  2)(xf π , кусочно-гладкой на любом 

конечном отрезке, сходится для всех значений x , причем его сумма равна в каждой 

точке непрерывности и равна числу 
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 в каждой точке разрыва. Если 

 всюду непрерывна, то ряд сходится абсолютно (т.е. сходится ряд из абсолютных 

величин членов исходного ряда) и равномерно. 
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Вопрос 2. Интеграл Фурье как предельный случай ряда Фурье. 
 
 Пусть  - функция, заданная для всех действительных f x( ) x  и кусочно-гладкая на 

каждок конечном интервале . Тогда на каждом таком отрезке  может быть 

разложена в ряд Фурье 
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Таким образом, 
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Пусть существует интеграл 
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Тогда имеет место формула (интегральная формула Фурье): 
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называют интегралом Фурье. 

Приведем соображения, поясняющие идею получения этой формулы. 

Из (**), при l  (→∞ x  - фиксировано) получаем: 
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Попытамся установить, во что перейдет в пределе сумма справа. С этой целью обозначим: 
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Тогда интересующая нас сумма будет иметь вид 

1
1π
ω ωΔ n n

l

l

n
f u u x du( ) cos ( )−

−=

∞

∫∑ , 

напоминающий интегральную сумму для функции переменного ω  
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составленную для промежутка [ ]0,+∞ , что и позволет ожидать выполнения интегральной 

формулы Фурье. 

 

Преобразование Фурье. 

 Исходя из интегральной формулы Фурье 
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можно получить, складывая первую из этих формул со второй, умноженной на i , что 
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Эти формулы образуют пару взаимных преобразований Фурье, причем функцию F( )ω  

называют преобразованием Фурье функции . Формула (***) называется формулой 

обращения Фурье. 
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может рассматриваться как интегральное уранение первого рода относительно функции 

. Формула обращения дает решение этого интегрального уравнения. f u( )



Из интегральной формулы Фурье можно получить так называемые синус- и 

косинус- преобразования Фурье. 

Например, считая  нечетной на f u( ) ( )− ∞ ∞, , получаем пару взаимных синус-

преобразований Фурье: 
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Вопрос 3. Теорема Котельникова-Шеннона. 
 
Напомним определения пространств L1 и L2 и норм в них.  
 
Определение. Пространством L1(R) называется пространство комплекснозначных или 
действительных функций , интегрируемых на множестве R. 
Определение. Нормой элемента f в пространстве L1(R) называется величина 

  dx
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Определение. Пространством L2(R) называется пространство комплекснозначных или 
действительных функций интегрируемых на множестве R с квадратом. 
L2(R) – евклидово пространство, скалярное произведение для элементов f и g в нем 
вводится как (f,g)= . ∫

R
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Преобразование Фурье F( γ ) функции f(t) определяется как 

   F( γ )= ∫  
∞
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− dtitetf γπ2)(

для всех ∈γ R. 
 
Обозначим через A(R) множество преобразований Фурье всех функций f, принадлежащих 
пространству L1(R). 
 
Теорема. Пусть f∈L1(R) ∩  A(R) или f ∈L2(R). Предположим, даны константы T, Ω  >0 
такие что 
  F( γ ) равна 0 вне сегмента [-Ω ,Ω ]     (1) 
    и 
  0<2TΩ ≤ 1.         (2) 
     Тогда 

  f(t)=2TΩ ∑ −Ωπ
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причем ряд сходится поточечно на R, если f )R(A)R(L1 ∩∈ , и ряд сходится 
равномерно, если f . )R(L 2∈

 
Т.о., сигнал, описываемый непрерывной функцией времени f(t) с 
ограниченным спектром, полностью определяется своими значениями, 
отсчитанными через интервалы времени T=1/(2Ω), где - ширина 
спектра сигнала. 

Ω

 
Доказательство: 
1) Пусть f )R(A)R(L1 ∩∈  . 
 
Введем функцию G( γ )  
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Продолжим ее периодически с периодом 1/T   на R. Тогда можем разложить G( γ ) в ряд 
Фурье, имеющий вид 
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Из определения функции G( γ ) и из формулы обращения f(t)= ∫
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2) Пусть f ∈L2(R). 
В пространстве L2 теорема доказывается аналогично. Так же вводим функцию G( γ ), 
периодически продолжаем ее на R и раскладываем в ряд Фурье. 
Заметим, что по определению преобразования Фурье в L2  
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2

||2)()(|| LditeGtf γγπγ∫
Ω

Ω−
−

Пусть Sn( γ )-n-я частичная сумма ряда Фурье функции G( γ ). 
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Так как Sn-n-я частичная сумма ряда Фурье G, то 

Используя это соотношение, (5) и (6), а также неравенство Гельдера и определение 
коэффициентов cn, получаем требуемое в теореме равенство.  
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∞→ LnSGn γγ

 
Теорема доказана. 
 



Вопрос 4. Невозможность ослабления условий теоремы Котельникова-
Шеннона, понятие алиасинга. 

Замечания к теореме Котельникова-Шеннона .  
 
Замечание 1. Основой доказательств теоремы в пространствах L1 и L2 является 
возможность перехода от преобразования Фурье к рядам Фурье. 
 
Замечание 2. Исследуем вопрос о том, можно ли ослабить условие (2) теоремы. 
Приведенный ниже пример показывает, что этого сделать нельзя.  

Допустим, константы T, Ω  >0 удовлетворяют неравенству 2T >1. Ω

Возьмем функцию f(t)=

T
t
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T
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Ясно, что преобразование Фурье этой функции F( γ )=T )(
T2
1 γχ
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Следовательно, условие (1) выполнено. 

Так как  f(nT)=   , то правая часть формулы (3) g(t)=
⎩
⎨
⎧

=
≠

0еслиn,1
0еслиn,0

t2
t2sinT2

Ωπ
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Функции f и g не равны, так как обе непрерывны на R и f(0)=1, а g(0)=2T >1. Ω
Т.е. правая часть не равна левой части, что противоречит условию, следовательно 
предположение о том, что 2T >1 не верно. Ω
 
Итак, мы доказали, что, если функция f разложима в ряд Котельникова (3) и спектр ее 
равен нулю вне отрезка [-Ω , ], выполняется соотношение 0<2TΩ 1. Ω ≤
 
Замечание 3. В формуле (3) константу T обычно называют периодом дискретизации, 
последовательность {f(nT) : n∈Z} –последовательностью дискретизированных значений. 
Частота 2Ω  называется частотой Найквеста или частотой дискретизации. Это 
минимальная частота, с которой нужно посылать импульсы, чтобы не было потери 
информации. 

T≡
Ω2
1 - масксимальный период дискретизации, т.е. максимальный приемлемый 

промежуток времени между передаваемыми импульсами. 
 
Замечание 4. На практике восстановленная функция f0(t), как правило, не совпадает точно 
передаваемой функцией f(t). Ошибка обусловлена, например, тем, что спектр 
передаваемой функции f(t) обычно ограничен не резко. Это вытекает хотя бы из того 
факта, что все реальные сигналы ограничены во времени и , следовательно, имеют 
неограниченные строго спектры. Выбор интервалов отсчетов T>0 означает, что все 
спектральные составляющие спектра с частотами Tmax π=Ω>ω не передаются и не могут 
быть восстановлены. 
Если 2T >1, то исходная функция не может быть восстановлена, возникающий эффект 
называется aliasing. 

Ω

 



Âîïðîñ 5. Ñâ¼ðòêà è êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ. Ïðèìåíåíèå
êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè äëÿ ñðàâíåíèÿ èçîáðàæåíèé.

Îïðåäåëåíèå. Âçàèìíîé êîððåëÿöèåé (äàëåå ïðîñòî êîððåëÿöåé) íàçîâ¼ì îïå-
ðàòîð
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f(u, v)g(x + u, y + v)dudv
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≤ 1
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fg
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f 2
∫

g2)
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f 2

√∫ ∫
g2

{
= 1, â òî÷êàõ (x,y), äëÿ êîòîðûõ f=cg
< 1, èíà÷å

Ïðèìåíåíèå êîððåëÿöèè äëÿ ñðàâíåíèÿ èçîáðàæåíèé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáëàñòü,
ãäå f > 0 ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ îáëàñòüþ g > 0. Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü f êàê øàáëîí
(÷àñòî ãîâîðÿò ôèëüòð). Íîðìàëèçîâàííàÿ âçàèìíàÿ êîððåëÿöèÿ f è g â òî÷êå (x, y)
áóäåò ðàâíà 1 òîëüêî â ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ îáëàñòåé f è
g.

Îïðåäåëåíèå. Ñâ¼ðòêîé íàçîâ¼ì îïåðàòîð

f ∗ g =

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

f(u, v)g(x− u, y − v)dudv

Ýòî ðàâåíñòâî ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî êàê

f ∗ g =

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

f(−u,−v)g(x + u, y + v)dudv

Î÷åâèäíî ÷òî ñâ¼ðòêà f(x, y), g(x, y) ýêâèâàëåíòíà êîððåëÿöèè f(−x,−y), g(x, y),
à êîððåëÿöèè f(x, y), g(x, y) ýêâèâàëåíòíà ñâ¼ðòêå f(−x,−y), g(x, y). Äëÿ ÷¼òíîé
f(x, y) îïåðàòîðû ñâ¼ðòêè è êîððåëÿöèè ýêâèâàëåíòíû. Ïîëåçíûå ôîðìóëû:
1. f ⊗ g = g ⊗ f
2. f ∗ g = g ∗ f
3. (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h)
4. f(x, y) ∗ g(x, y) = f(−x,−y)⊗ g(x, y)

Òåîðåìà. (Î ñâ¼ðòêå) Ïóñòü f ∈ L1(R) è h ∈ L1(R). Ôóíêöèÿ g = h ∗ f ïðèíàä-
ëåæèò L1(R) è

ĝ(ω) = ĥ(ω)f̂(ω) (ĝ� ïðåîáð. Ôóðüå g)
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Äîêàçàòåëüñòâî:

ĝ(ω) =

+∞∫

−∞

exp(−itω)




+∞∫

−∞

f(t− u)h(u)du


 dt

Òàê êàê |f(t− u)||h(u)| èíòåãðèðóåìà â R2, ìû ìîæåì ïðèìåíèòü òåîðåìó Ôóáèíè, è
çàìåíà ïåðåìåííûõ (t, u) → (v = t− u, u) äà¼ò

ĝ(ω) =

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

exp(−i(u + v)ω)f(v)h(u)dudv =




+∞∫

−∞

exp(−ivω)f(v)dv







+∞∫

−∞

exp(−iuω)h(u)du




òåîðåìà äîêàçàíà.
Àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà ñïðàâåäëèâà äëÿ ôóíêöèé èç R2. Òàêèì îáðàçîì ñâ¼ðòêà (è
êîððåëÿöèÿ) áûñòðî ñ÷èòàþòñÿ ÷åðåç ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.
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Вопрос 6 "Формулы Парсеваля и Планшереля. Устойчивость
преобразования Фурье в L2"

Уравнения (1) и (2) называются соответственно формулами Парсеваля и План-
шереля. Из следующей теоремы следует, что преобразование Фурье сохраняет (с
точностью до 2π) скалярное произведение и норму в пространстве L2(R).
Теорема. Если функции f и h принадлежат L1(R) ∩ L2(R), то∫ ∞

−∞
f(t)h∗(t) dt =

1

2π

∫ ∞

−∞
f̂(w)ĥ∗(w) dw, (1)

при h = f из этого следует∫ ∞

−∞
|f(t)|2 dt =

1

2π

∫ ∞

−∞
|f̂(w)|2 dw. (2)

Доказательство. Пусть g = f ∗ h̄, где h̄(t) = h∗(−t). Теорема о свертке (3) и свойство
(4) показывают, что ĝ(w) = f̂(w)ĥ∗(w). Формула восстановления (5), примененная к
g(0), дает∫ ∞

−∞
f(t)h∗(t) dt = g(0) =

1

2π

∫ ∞

−∞
ĝ(w) dw =

1

2π

∫ ∞

−∞
f̂(w)ĥ∗(w) dw.

Использование плотности и продолжение на L2(R). Если f ∈ L2(R), но
f 6∈ L1(R), то ее преобразование Фурье не может быть вычислено с помощью инте-
грала Фурье (6), потому что f(t) e−iwt не интегрируема. Оно определяется как предел
преобразований Фурье функций из L1(R) ∩ L2(R). Так как L1(R) ∩ L2(R) плотно в
L2(R), то можно найти семейство {fn}n∈Z функций из L1(R) ∩ L2(R), которые схо-
дятся к f :

lim
n→∞

‖f − fn‖ = 0.

Так как {fn}n∈Z сходится, то оно является последовательностью Коши; это означает,
что ‖fn−fp‖ произвольно мала при достаточно больших n и p. Более того, fn ∈ L1(R),
поэтому их преобразования Фурье хорошо определены. Из формулы Планшереля
следует, что {f̂n}n∈Z также является последовательностью Коши, потому что:

‖f̂n − f̂p‖ =
√

2π‖fn − fp‖

произвольно мала при достаточно больших n и p. Пространство Гильберта - пол-
ное; это означает, что любая последовательность Коши сходится к элементу этого
пространства. Следовательно, существует f̂ ∈ L2(R), такая что:

lim
n→∞

‖f̂ − f̂n‖ = 0.

По определению, f̂—преобразование Фурье функции f . Это продолжение преобра-
зования Фурье на L2(R) удовлетворяет теореме о свертке, формулам Парсеваля и
Планшереля, так же как и всем ранее рассмотренным свойствам преобразования

1



Фурье.
Ссылки.

f, h ∈ L1(R) ⇒ свертка g = h ∗ f ∈ L1(R), и ĝ(w) = f̂(w)ĥ(w). (3)

Если f(t) + f̂(t), то f ∗(t) + f̂ ∗(t). (4)

f(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
f̂(w) eiwt dw. (5)

f̂(w) =

∫ ∞

−∞
f(t) e−iwt dt. (6)
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Вопрос 7 "Невозможность одновременного существования
компактного носителя для функции и ее преобразования Фурье"

Теорема. Если f 6= 0 имеет компактный носитель, то f̂(w) не может иметь
компактного носителя. Аналогично, если f̂(w) имеет компактный носитель, то f(t)
не может иметь компактного носителя.
Доказательство. Мы докажем только первое утверждение, так как второе следует
из первого с помощью преобразования Фурье. Если f̂ имеет компактный носитель,
содержащийся в [−b, b], то

f(t) =
1

2π

∫ b

−b

f̂(w) eiwt dw.

Если f(t) = 0 при t ∈ [c, d], то дифференцируя n-раз под знаком интеграла, получим
в точке t0 = (c + d)/2

f (n)(t0) =
1

2π

∫ b

−b

f̂(w)(iw)n eiwt0 dw = 0.

Так как

f(t) =
1

2π

∫ b

−b

f̂(w) eiw(t−t0) eiwt0 dw,

то разложение eiw(t−t0) в бесконечный ряд дает для всех t ∈ R

f(t) =
1

2π

+∞∑
n=0

[i(t− t0)]
n

n!

∫ b

−b

f̂(w)wn eiwt0 dw = 0.

Это противоречит нашему предположению, что f 6= 0.
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Âîïðîñ 8. Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïðîñòðàíñòâåííîé è
÷àñòîòíîé èíôîðìàöèåé.

Îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë. Îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë îò ôóíêöèè â ïðåäåëàõ îò
−∞ äî +∞ ðàâåí çíà÷åíèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå â 0.

+∞∫

−∞

f(x)dx = F (0), (f + F )

Âûâîä
+∞∫

−∞

f(x)dx =

+∞∫

−∞

f(x)e−i2πxsdx

∣∣∣∣∣∣
s=0

= F (0).

Èç ñèììåòðèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñëåäóåò
+∞∫
−∞

F (x)dx = f(0)

Ïåðâûé ìîìåíò.
+∞∫

−∞

xf(x)dx =
F ′(0)

−2πi
.

Âûâîäèòñÿ èç òåîðåìû î ïðîèçâîäíîé
+∞∫

−∞

(−2πxi)f(x)e−i2πxsdx = F ′(s).

Öåíòðîèä.

〈x〉 =

+∞∫
−∞

xf(x)dx

+∞∫
−∞

f(x)dx

.

〈x〉 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê öåíòð ìàññ ñòåðæíÿ ñ ðàñïðåäåëåíèåì ïëîòíîñòè f(x),
èëè êàê âðåìÿ ñèãíàëà, åñëè ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèþ f(t) êàê çàâèñèìîñòü ýíåðãèè
ñèãíàëà îò âðåìåíè.
Ñâÿçü öåíòðîèäà ñ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå:

〈x〉 = − F ′(0)

2πiF (0)
.

Âòîðîé ìîìåíò (ìîìåíò èíåðöèè).
+∞∫

−∞

x2f(x)dx =
F ′′(0)

−4π2
.
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Âûâîäèòñÿ èç òåîðåìû î ïðîèçâîäíîé
+∞∫

−∞

(−2πxi)2f(x)e−i2πxsdx = F ′′(s).

Ìîìåíòû.
+∞∫

−∞

xnf(x)dx =
F (n)(0)

(−2πi)n
.

Ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ àáñöèññà(Êðûëîâ íèêàê íå íàçûâàë ýòó õàðàêòåðè-
ñòèêó, ÿ ïî÷òè äîñëîâíî ïåðåâ¼ë Bracewell'a)

〈x2〉 =

+∞∫
−∞

x2f(x)dx

+∞∫
−∞

f(x)dx

= − F ′′(0)

4π2F (0)
.

〈x2〉f∗g = 〈x2〉f + 〈x2〉g + 2
F ′(0)

2πiF (0)

G′(0)

2πiG(0)
.

Âçÿâ g = δ(x− a) ïîëó÷èì
〈x2〉f(x−a) = 〈x2〉f + a2.

Äèñïåðñèÿ.

σ2 = 〈(x− 〈x〉)2〉 =

+∞∫
−∞

(x− 〈x〉)2 f(x)dx

+∞∫
−∞

f(x)dx

= − F ′′(0)

4π2F (0)
+

(F ′(0)2)

4π2(F (0))2
.

σ2
f∗g = σ2

f + σ2
g .

Øèðèíà ëîêàëèçàöèè.

Wf =

+∞∫
−∞

f(x)dx

f(0)
=

F (0)
+∞∫
−∞

F (s)ds

=
1

WF

.
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Âîïðîñ 9.Ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåë¼ííîñòè.

Íåêîòîðûå íåðàâåíñòâà. |f(x)| ≤
+∞∫
−∞

|F (s)|ds âûâîäèòñÿ èç

f(x) =
+∞∫
−∞

F (s)ei2πxsds. Àíàëîãè÷íî |f ′(x)| ≤ 2π
+∞∫
−∞

|sF (s)|ds.
Íåðàâåíñòâî Øâàðöà. Äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé

[∫
g(x)f(x)dx

]2

≤
∫

g2(x)dx

∫
f 2(x)dx.

Äëÿ êîìïëåêñíûõ ôóíêöèé:
[∫

(g∗(x)f(x) + g(x)f ∗(x))dx

]2

≤ 4

∫
gg∗(x)dx

∫
ff ∗(x)dx

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ε -äåéñòâèòåëüíàÿ êîíñòàíòà

0 <

∫
(f(x) + εg(x))(f(x) + εg(x))∗dx.

0 <

∫
f(x)f(x)∗dx + ε

∫
(g∗(x)f(x) + g(x)f ∗(x))dx + ε2

∫
g(x)g(x)∗dx.

Â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà ñòîèò ïîëèíîì 2é ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî ε: a + bε + cε2.
äëÿ âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà íåîáõîäèìî b2 − 4ac < 0, îòêóäà ñëåäóåò í-âî Øâàðöà.
Ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåë¼ííîñòè. Îáîçíà÷èì (4x)2 äèñïåðñèþ |f(x)|2, à (4s)2 -
âòîðîé ìîìåíò |F (s)|2.

(4x)2(4s)2 ≤ 1

4π
.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîíàäîáèüñÿ íåðàâåíòâî Øâàðöà, ôîðìóëà∫
f ′f ′∗dx = 4π2

∫
s2FF ∗ds è ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì.

(4x)2(4s)2 =

∫
x2ff ∗dx

∫
s2FF ∗ds∫

ff ∗dx
∫

FF ∗ds
=

∫
xfxf ∗dx

∫
f ′f ′∗dx

4π2(
∫

ff ∗dx)2
≥

| ∫ xf ∗f ′ + xff ′∗dx|2
16π2(

∫
ff ∗dx)2

=
| ∫ xd(ff ∗)|2

16π2(
∫

ff ∗dx)2
=

| ∫ ff ∗dx|2
16π2(

∫
ff ∗dx)2

=
1

16π2
.
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Âîïðîñ 10. Ãàáîðîâñêàÿ ôèëüòðàöèÿ.

Ôóíêöèÿ Ãàáîðà äëÿ ïëîñêîñòè è å¼ Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå ìîãóò áûòü çàïèñàíû
êàê

g(x, y) =
1

2πσxσy

exp[−1

2

(
x2

σ2
x

+
y2

σ2
y

)
+ 2πiWx],

G(u, v) = exp

{
−1

2

[
(u−W )2

σ2
u

+
v2

σ2
v

,

]}

ãäå σu = 1/2πσx è σv = 1/2πσy. Ðàññìîòðèì êëàññ àâòîìîäåëüíûõ ôóíêöèé, íàçûâà-
åìûõ âåéâëåòàìè Ãàáîðà. Âîçüì¼ì g(x, y) â êà÷åñòâå áàçîâîãî âåéâëåòà. Òîãäà íàáîð
ôóíêöèé äëÿ àâòîìîäåëüíîãî ôèëüòðà ìîäåò áûòü ïîëó÷åí ïóòåì ìàñøòàáèðîâàíèÿ
è ïåðåìåùåíèÿ g(x, y)

gmn(x, y) = a−mg(x′, y′), a > 1, m,n=integer

x′ = a−m(x cos θ + y sin θ) è y′ = a−m(−xsinθ + y cos θ),

ãäå θ = nπ/K è K � îáùåå ÷èñëî íàïðàâëåíèé. Êîýôôèöèåíò ñæàòèÿ a−m íóæåí
äëÿ ãàðàíòèè íåçàâèñèìîñòè ýíåðãèè îò m. Ýòîò íàáîð ôóíêöèé îáðàçóåò íåîðòîãî-
íàëüíûé áàçèñ äëÿ ðàçëîæåíèÿ ïî ïåðåìåííûì îáëàñòÿì.

Íåîðòîãîíàëüíîñòü âåéâëåòîâ Ãàáîðà îçíà÷àåò èçáûòî÷íîñòü èíôîðìàöèè â ïðî-
ôèëüòðîâàííîì èçîáðàæåíèèè. Äëÿ óìåíüøåíèÿ ýòîé èçáûòî÷íîñòè ïðèìåíÿåòñÿ
ñëåäóþùèé ìåòîä. Ïóñòü U1 è Uh îáîçíà÷àþò âåðõíþþ è íèæíþþ ãðàíèöû èíòå-
ðåñóþùèõ íàñ ÷àñòîò, K � êîëè÷åñòâî íàïðàâëåíèé è S � ÷èñëî ìàñøòàáèðîâàíèé.
Ýòîò ìåòîä îáåñïå÷èâàåò, ÷òî îáëàñòè, â êîòîðûõ âûäåëÿåìûå ôèëüòðîì ÷àñòîòû
èìåþò çíà÷åíèÿ áîëüøå ïîëîâèíû ñâîåãî ìàêñèìóìà, ñîïðèêàñàþòñÿ ìåæäó ñîáîé,
êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ σu σv

a = (Uh/U1)
1/(S−1), σu =

(a− 1)Uh

(a + 1)
√

2 ln 2
,

σv = tan
( π

2K

) [
Uh − 2 ln 2

(
σ2

u

Uh

)][
2 ln 2− (2 ln 2)2σ2

b

U2
h

]− 1
2

,

ãäå W = Uh è m = 0.1. . . . , S−1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óáðàòü ÷óâñòâèòåëüíîñòü ôèëüòðà ê
àáñîëþòíîé èíòåíñèâíîñòè, äåéñòâèòåëüíûå(÷¼òíûå) êîìïîíåíòû 2D ôèëüòðà Ãàáîðà
ñäâèãàþòñÿ äîáàâëåíèåì êîíñòàíòû â 0. (Ýòî òàêæå ìîæíî ñäåëàòü çàäàâ G(0, 0) = 0).
Ôèëüòðàöèÿ èçîáðàæåíèÿ I(x, y) ôóíêöèåé gmn(x, y) áóäåò èìåòü ðåçóëüòàò

Wmn(x, y) =

∫
I(x, y)g∗mn(x− x1, y − y1)dx1dy1.

1
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Вопрос 11 "Функции Эрмита—ортогональная система собственных
функций преобразования Фурье."

Преобразование Фурье можно рассматривать как линейный ограниченный опе-
ратор F , отображающий L2(R) в себя. Найдем базис пространства, состоящий из
собственных функций оператора F . Для этой цели заметим, что уравнение

d2f

dx2
− x2f = µf (1)

переводится преобразованием Фурье в такое же уравнение (предполагается, что неиз-
вестная функция f удовлетворяет соответствующим условиям гладкости и убывания

на бесконечности), поскольку операция
d2

dx2
переходит в умножение на −λ2, а умно-

жение на −x2—в операцию
d2

dλ2
. Поэтому естественно искать собственные функции

F как решения уравнения (1). Будем искать решения этого уравнения, имеющие
вид f = w e−x2/2, где w—многочлен. Подставив это выражение в (1), получим для w
уравнение

w′′ − 2xw′ = (µ + 1)w.

Полагая w = a0 + a1x + . . . + anx
n, получаем равенство

(2a2 + 3 · 2 · a3x + . . . + n(n− 1)anx
n−2)−

− 2x(a1 + 2a2x + . . . + nanx
n−1) =

= (µ + 1)(a0 + a1x + . . . + anx
n).

Сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x слева и справа, находим, что

k(k − 1)ak − 2(k − 2)ak−2 = (µ + 1)ak−2. (2)

Поскольку an 6= 0, должно быть µ = −(2n + 1), и an−1 = 0. Все коэффициенты
многочлена w определяются из (2) с точностью до постоянного множителя. Таким

образом, мы получаем рекуррентную формулу: ak−2 =
k(k − 1)

2k − 2n− 4
ak (если an зада-

но). Отсюда формула для w:

wn(x) = an

(
xn − n(n− 1)

4
xn−2 +

n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

4 · 8
xn−4 − . . .

)
.

Итак, мы построили систему функций вида ϕn(x) = wn(x) e−x2/2, (n = 0, 1, 2, . . .).
Ясно, что каждая из этих функций принадлежит L2(R) благодаря множителю e−x2/2.
Докажем ортогональность системы. Согласно (1) имеем

ϕ′′n(x)− x2ϕn(x) = −(2n + 1)ϕn(x),
ϕ′′m(x)− x2ϕm(x) = −(2m + 1)ϕm(x).

Умножив первое из этих равенств на ϕm, а второе на −ϕn, и складывая их, получим

[ϕ′nϕm − ϕ′mϕn]′ = 2(m− n)ϕnϕm.

1



Если n 6= m, то интегрируя это равенство, получаем
∞∫

−∞

ϕn(x)ϕm(x) dx =
1

2(m− n)

∞∫
−∞

[ϕ′nϕm − ϕ′mϕn]′ dx =

=
1

2(m− n)
[ϕ′nϕm − ϕ′mϕn]+∞−∞ = 0.

Таким образом, ортогональность доказана.
Каждый из элементов ϕn полученной ортогональной системы представляет собой
многочлен степени n, умноженный на e−x2/2. Следовательно, ее элементы должны (с
точностью до числовых множителей) совпадать с функциями Эрмита. Покажем те-
перь, что функции {ϕn} являются собственными функциями преобразования Фурье:

Fϕn = cnϕn. (3)

Это вытекает из следующих фактов:
1). Уравнение (1) инвариантно относительно преобразования F .
2). Уравнение (1) при каждом n имеет, с точностью до постоянного множителя, лишь
одно решение вида Pn(x) e−x2/2, где Pn—многочлен степени n.

3). Преобразование Фурье переводит xn e−x2/2 в

(
i

d

dx

)n

e−x2/2 = Qn(x) e−x2/2, где Qn—

многочлен степени n (проверяется по индукции). Из равенства (3) следует, что при
каждом целом k

F kϕn = ck
nϕn.

Но преобразование Фурье, примененное четырежды, переводит каждую функцию в
себя, умноженную на 4π2. Поэтому c4

n = 4π2, т.е. cn может принимать лишь значения
±
√

2π и ±i
√

2π.
Итак, преобразование Фурье F в пространстве L2(R) есть линейный оператор, кото-
рый в базисе, состоящем из функций Эрмита, записывается как диагональная мат-
рица с элементами вида ±

√
2π и ±i

√
2π.

Ссылки. Многочлены Эрмита ортогональны на всей числовой оси с весом p(x) =
e−x2 , и определяются формулой

Hn(x) = (−1)n ex2 dn

dxn
e−x2

. (4)

Иногда рассматриваются другие многочлены Эрмита, определяемые формулами

H∗
n(x) = (−1)n e−x2/2 dn

dxn
e−x2/2; H∗

n(x) = 2−n/2Hn

(
x√
2

)
.

Так как для Hn(x) верны равенства
∞∫

−∞

e−x2

Hn(x)Hm(x) dx =

{
0 при m 6= n

2n
√

πn! при m = n,

ортонормированную систему образуют многочлены

hn(x) =
Hn(x)

2n/2(n!)1/2π1/4
.

2



Âîïðîñ 12 "Òåîðåìà Ñîíèíà. Ïîâåäåíèå ôóíêöèé Ýðìèòà."

Òåîðåìà Ñîíèíà. Åñëè ôóíêöèÿ u(t) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà
íà ñåãìåíòå [a, b] è óäîâëåòâîðÿåò òàì óðàâíåíèþ

u′′ + ϕ(t)u = 0, (1)
â êîòîðîì ôóíêöèÿ ϕ(t) ïîëîæèòåëüíà è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â èíòåðâàëå
(a, b), ïðè÷åì åå ïðîèçâîäíàÿ ϕ′(t) ïîëîæèòåëüíà (îòðèöàòåëüíà), òî îòíîñèòåëüíûå
ìàêñèìóìû âåëè÷èíû |u(t)| óáûâàþò (âîçðàñòàþò) ïðè âîçðàñòàíèè t îò a äî b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ ν(t) = u2(t) +
1

ϕ(t)
[u′(t)]2.

Â ýêñòðåìàëüíûõ òî÷êàõ ôóíêöèè u(t) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
ν(t) = u2(t). (2)

Äàëåå, ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèå (1), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

ν ′(t) = 2u(t)u′(t) +
2u′(t)u′′(t)

ϕ(t)
− ϕ′(t)

ϕ2(t)
[u′(t)]2 = −ϕ′(t)

[
u′(t)
ϕ(t)

]2

,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ν(t) ïðè ïîëîæèòåëüíîñòè ϕ′(t) ìîíîòîííî óáû-
âàåò ïðè âîçðàñòàíèè t îò a äî b. Íî, ïîñêîëüêó â òî÷êàõ ýêñòðåìóìà ôóíêöèè u(t)
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (2), òî, ñëåäîâàòåëüíî, ìàêñèìóìû âåëè÷èíû |u(t)| ìîíîòîííî
óáûâàþò íà [a, b]. Àíàëîãè÷íî, åñëè ïðîèçâîäíàÿ ϕ′(t), îòðèöàòåëüíà, òî ôóíêöèÿ
ν(t) âîçðàñòàåò íà [a, b] è òàêèì æå ñâîéñòâîì îáëàäàþò îòíîñèòåëüíûå ìàêñèìóìû
âåëè÷èíû |u(t)|.

Ïîâåäåíèå ôóíêöèé Ýðìèòà. Îöåíèì îáëàñòü ëîêàëèçàöèè ô-èé Ýðìèòà �
íàéä¼ì êðàéíèå òî÷êè ïåðåãèáà ô-èé. Ò.ê. n-àÿ ôóíêöèÿ Ýðìèòà îòâå÷àåò óðàâíåíèþ

d2fn

dt2
− x2fn = −(2n + 1)fn,

f ′′ = 0 â òî÷êàõ
√

2n + 1, −√2n + 1. Ïîêàæåì, ÷òî ìàêñèìóìû |fn(x)| âîçðàñòàþò
ïðè x > 0 è óáûâàþò ïðè x < 0. Äëÿ ýòîãî ïðèìåíèì òåîðåìó Ñîíèíà ê

d2fn

dt2
− x2fn = −(2n + 1)fn, −√2n + 1 < x <

√
2n + 1.

òîãäà ϕ(x) = 2n + 1 − x2, ϕ > 0 ïðè −√2n + 1 < x <
√

2n + 1, ϕ′ < 0 ïðè
0 < x <

√
2n + 1 è ϕ′ > 0 ïðè −√2n + 1 < x < 0 � ðàáîòàåò òåîðåìà Ñîíèíà.
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Âîïðîñ 13 "Ïðîåêöèîííàÿ ôèëüòðàöèÿ èçîáðàæåíèé ñ ïîìîøüþ
ôóíêöèé Ýðìèòà."

Ïðîåêöèîííàÿ ñõåìà ëîêàëüíîé îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé îñíîâàíà íà ðàçëîæåíèè
ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Ýòà ñõåìà ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ
äëÿ êîìïðåññèè èçîáðàæåíèé è äðóãèõ òèïîâ ìåäèàäàííûõ, èõ ôèëüòðàöèè, òðàññè-
ðîâêè êîíòóðîâ, îïðåäåëåíèè ñòðóêòóð è ñâîéñòâ îáúåêòîâ.
Ôóíêöèè Ýðìèòà óäîâëåòâîðÿþò íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì äëÿ îáðàáîòêè èçîáðà-
æåíèé, òàê êàê îíè îáðàçóþò ïîëíóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ â L2(R) ñèñòåìó ôóíê-
öèé.Îíè îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϕn(x) =
1√

2nn!
√

π
(−1)nex2 dn

dxn
e−x2 .

Ôóíêöèè Ýðìèòà ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå:

F (ϕn) = inϕn,

ãäå F�îïåðàòîð ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.
Áàçîâûå ëèíèè. Äëÿ êàæäîé ëèíèè èñõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ ìû âû÷èòàåì âû÷èñ-
ëåííóþ áàçîâóþ ëèíèþ èç èñõîäíûõ äàííûõ è öåíòðóåì ðåçóëüòàò îòíîñèòåëüíî îñè
ãðàäàöèé. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìû èìååì èçîáðàæåíèå I[j, i], i = 0 . . . width, j =
0 . . . height, òî òîãäà áàçîâûå ëèíèè ìîæíî îïðåäåëèòü êàê

baselinej(i) = I[j, 0] +
I[j, width]− I[j, 0]

width
· i.

Áàçîâàÿ ëèíèÿ (òîëñòàÿ ëèíèÿ) è èñõîäíàÿ ëèíèÿ (òîíêàÿ ëèíèÿ) äëÿ j = 30.

Òåïåðü ïîëó÷åííîå èçîáðàæåíèå ãîòîâî äëÿ äàëüíåéøåé îáðàáîòêè.
Àïïðîêñèìèðîâàííûå ëèíèè. Íà ýòîì ýòàïå, âî-ïåðâûõ, ìû äîëæíû âûáðàòü
÷èñëî ôóíêöèé Ýðìèòà äëÿ ôèëüòðàöèè. Äàëåå ìû ðàñòÿãèâàåì íàø îòðåçîê àïïðîê-
ñèìàöèè [−A0, A0] äî îòðåçêà [−A1, A1], îïðåäåëåííîãî ïî ñëåäóþùåìó êðèòåðèþ:

A1∫

−A1

ϕ2
n(x) dx = 0.99,

ãäå n�÷èñëî ôóíêöèé Ýðìèòà, èñïîëüçóåìûõ äëÿ àïïðîêñèìàöèè. Ïîòîì ìû ðàñ-
êëàäûâàåì ôóíêöèþ f(x), ïîëó÷åííóþ ïðè âû÷èòàíèè áàçîâîé ëèíèè èç j-óðîâíÿ
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èñõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ, â ðÿä Ôóðüå:

value(x) =
n−1∑
i=0

ciϕi(x)

ci =

A1∫

−A1

f(x)ϕi(x) dx.

Òàê êàê ôóíêöèè Ýðìèòà ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôó-
ðüå, òî ìû ïîëó÷àåì è àïïðîêñèìàöèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå äëÿ j-óðîâíÿ èñõîäíîãî
èçîáðàæåíèÿ.

Àïïðîêñèìèðîâàííàÿ ëèíèÿ (òîëñòàÿ ëèíèÿ) è èñõîäíàÿ ëèíèÿ (òîíêàÿ ëèíèÿ) äëÿ j = 30 äëÿ
20 ôóíêöèé Ýðìèòà.

1D ïðîõîä. Àïïðîêñèìèðóÿ êàæäóþ ëèíèþ íàøåãî èçîáðàæåíèÿ, ìû ïîëó÷èì
èçîáðàæåíèå ñ îäíîìåðíîé ôèëüòðàöèåé. ×èñëî ôóíêöèé äëÿ âñåõ ëèíèé áåðåòñÿ
îäèíàêîâîå. Ïîýòîìó ïîëó÷åííûé øàáëîí îïðåäåëÿåòñÿ áàçîâûìè ëèíèÿìè è êîýô-
ôèöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ äëÿ êàæäîé ëèíèè.
2D ïðîõîä. Åñëè ìû ðàññìîòðèì ïîëó÷åííûé øàáëîí èñõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ
êàê íîâîå èçîáðàæåíèå, ïîâåðíóòîå íà 90o, è ïðîâåäåì äëÿ íåãî âñå ïðåäûäóùèå
âû÷èñëåíèÿ, ìû ïîëó÷èì èçîáðàæåíèå ñ äâóìåðíîé ôèëüòðàöèåé. ×èñëî ôóíêöèé
äëÿ âòîðîãî ïðîõîäà ìîæåò áûòü îòëè÷íûì îò ÷èñëà ôóíêöèé, èñïîëüçóåìûõ íà
ïåðâîì ïðîõîäå. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷åííûé äâóìåðíûé øàáëîí îïðåäåëÿåòñÿ
òîëüêî áàçîâûìè ëèíèÿìè è êîýôôèöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ äëÿ êàæäîãî ñòîëáöà
îäíîìåðíîãî îòôèëüòðîâàííîãî øàáëîíà.
Â ñëó÷àå îäíîìåðíîãî ïðîõîäà îáðàáîòêà èçîáðàæåíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ïðèíöèïó
ëèíèÿ çà ëèíèåé. Ïîýòîìó äëÿ çàäà÷, íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàííûõ ñ òðàññèðîâêîé
îáúåêòîâ, ôèëüòðàöèåé è êîìïðåññèåé, ëó÷øå èñïîëüçîâàòü äâóìåðíûé ïðîõîä.

Ôóíêöèè Ýðìèòà ïîçâîëÿþò íàì ðàçäåëèòü "äåêîäèðîâàííîå èçîáðàæå-
íèå"(íèçêî÷àñòîòíàÿ ÷àñòü) è "èçîáðàæåíèå ðàçíîñòè"(âûñîêî÷àñòîòíàÿ ÷àñòü).
Çäåñü, êîíöåïöèÿ ÷àñòîòû ñîîòíîñèòñÿ ñ âûïîëíåíèåì îïåðàöèè ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ôóðüå è îñíîâàíà íà ðÿäàõ ôóíêöèé Ýðìèòà. Ýòè ðÿäû ÿâëÿþòñÿ àíàëîãîì òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ Ôóðüå, íî ôóíêöèè Ýðìèòà ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ â ñëó÷àå
áåñêîíå÷íîãî èíòåðâàëà, òîãäà êàê òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå èñïîëüçóåò
êîíå÷íûé èíòåðâàë.
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Вопрос 14 "Устойчивость решения систем линейных алгебраических
уравнений."

Говорят, что задача поставлена корректно, если ее решение существует и един-
ственно и если оно непрерывно зависит от входных данных. Последнее свойство на-
зывается устойчивостью относительно входных данных.
Будем рассматривать систему линейных алгебраических уравнений

Ax = f (1)

с матрицей порядка m× n.
Матрица A∗ размера n × m называется сопряженной к A, если {A∗}ji = {A}ij для
всех i, j.
Число λ называется собственным значением (собственным числом) матрицы A,
если существует такой ненулевой вектор x, что Ax = λx.
Арифметические значения квадратных корней из собственных значений матрицы
A∗A называются сингулярными числами матрицы A.
Вещественное число ‖A‖, поставленное в соответствие матрице A, называется нормой
матрицы, если выполнены аксиомы:‖A‖ > 0, если A 6= 0, ‖0‖ = 0; ‖αA‖ = |α| ‖A‖,
‖A + B‖ 6 ‖A‖ + ‖B‖, ‖AC‖ 6 ‖A‖‖C‖ для любого числа α и любых матриц A, B,
C. Наиболее употребительными являются следующие нормы:

‖A‖1 = max
16j6n

m∑
i=1

|aij|— 1-норма,

‖A‖∞ = max
16i6m

n∑
j=1

|aij|— ∞-норма,

‖A‖M = M(A) = (mn)1/2 max
i,j

|aij|— M -норма,

‖A‖2 = максимальное сингулярное число матрицы —спектральная норма,

‖A‖E =

(
m∑

i=1

n∑
j=1

|aij|2
)1/2

—евклидова норма.

Наряду с основной системой (1) рассмотрим "возмущенную"систему

Ax̃ = f̃ . (2)

Нас интересует, насколько сильно может измениться решение x в результате изме-
нения правой части. Обозначим δx = x̃ − x, δf = f̃ − f . Говорят, что система (1)
устойчива по правой части, если при любых f , f̃ справедлива оценка

‖δx‖ 6 M1‖δf‖, (3)

где M1 > 0—постоянная, не зависящая от правых частей f , f̃ . Оценка выражает
факт непрерывной зависимости решения от правой части: ‖δx‖ → 0 при ‖δf‖ → 0.
Легко показать, что если detA 6= 0, то система (1) устойчива по правой части: из (1)
и (2) следует уравнение для погрешности A(δx) = δf , откуда

δx = A−1(δf),
‖δx‖ 6 ‖A−1‖‖δf‖, (4)

1



т.е. выполнено (3) с константой M1 = ‖A−1‖. Заметим, что чем ближе к нулю опреде-
литель матрицы A, тем больше постоянная M1, и, тем сильнее погрешность правой
части может исказить искомое решение.
Число обусловленности. Рассмотрим теперь относительные погрешности правой
части и решения:

‖δf‖
‖f‖

,
‖δx‖
‖x‖

.

Получим оценку, выражающую относительную погрешность решения через относи-
тельную погрешность правой части. Для этого используем неравенство

‖f‖ 6 ‖A‖‖x‖, (5)

которое следует из (1). Перемножив (4) и (5), получим искомую оценку:

‖δx‖
‖x‖

6 MA
‖δf‖
‖f‖

, (6)

где
MA = ‖A−1‖‖A‖. (7)

Число MA называется числом обусловленности матрицы A. Для спектральной

нормы число обусловленности MA =
α1

αn

, где α1 и αn—наибольшее и наименьшее

сингулярные числа матрицы A. Матрицы с большим числом обусловленности назы-
ваются плохо обусловленными, при численном решении систем с такими матрицами
возможно сильное накопление погрешностей.

Свойства числа обусловленности:
1). MA > 1.

2). MA >
|λmax(A)|
|λmin(A)|

, где λmax(A) и λmin(A)—соответственно наибольшее и наименьшее

по модулю собственные числа матрицы A.
3). MAB 6 MAMB.
Доказательство 2). Число ρ(A) = |λmax(A)| называется спектральным радиусом
матрицы A. Покажем, что для любой нормы вектора выполнено неравенство

ρ(A) 6 ‖A‖. (8)

Рассмотрим собственный вектор y матрицы A, отвечающий наибольшему по модулю
собственному значению. Справедливо равенство Ay = λmax(A)y, из которого следует,
что ‖Ay‖ = |λmax(A)| ‖y‖. С другой стороны, ‖Ay‖ 6 ‖A‖‖y‖, и |λmax(A)| 6 ‖A‖, т.е.
получаем (8). Поскольку λ−1

min(A) является максимальным по модулю собственным
значением матрицы A−1, для него выполняется |λmin(A)|−1 6 ‖A−1‖. Отсюда и из (8)
следует свойство 2).
Свойство 1) следует непосредственно из 2), а свойство 3)—из аналогичного свойства
матричных норм.
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Âîïðîñ 15 "Çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè
ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå."

Îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó ìíîãî÷ëåíîâ íà âñåé îñè (−∞, +∞) ïî âåñó p(x) = e−x2

îáðàçóþò ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà-Ýðìèòà

Hn(x) = (−1)nex2 dn

dxn
e−x2

.

Â êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå
∞∫

−∞

e−x2

f(x)dx =
n∑

k=1

Akf(xk) + R(f), (1)

èìåþùåé íàèâûñøóþ ñòåïåíü òî÷íîñòè 2n− 1, óçëû äîëæíû ëåæàòü â êîðíÿõ ìíî-
ãî÷ëåíà Hn(x) � òî÷êàõ xk.

Êîýôôèöèåíòû Ak ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ íà îñíîâàíèè

Ak = −an+1

an

1

P ′
n(xk)Pn+1(xk)

(Pn - ñèñòåìà îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ, an - ñòàðøèé êîýôôèöèåíò Pn), åñëè âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî íîðìèðîâàííûå ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà-Ýðìèòà èìåþò âûðà-
æåíèÿ

hn(x) =
Hn(x)

2
n
2 (n!)

1
2 π

1
4

è èõ ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû èìåþò çíà÷åíèÿ
an = 2

n
2 (n!)−

1
2 π−

1
4

Ak = − 2n+1n!
√

π

H ′
n(xk)Hn+1(xk)

.

Åñëè â ðàâåíñòâå Hn+1(x) = 2xHn(x)−H ′
n(x) ïîëîæèòü x = xk, òî íàéä¼ì Hn+1(xk) =

−H ′
n(xk), ÷òî äà¼ò âîçìîæíîñòü ïðåîáðàçîâàòü Ak ê ôîðìå:

Ak =
2n+1n!

√
π

H ′2
n(xk)

.

Òàê êàê äëÿ èçó÷àåìîé êâàäðàòóðû ω(x) = 2−nHn(x) è
∞∫

−∞

p(x)ω2(x)dx = 22n

∞∫

−∞

e−x2

H2
n(x)dx = 2−nn!

√
π,

ðàâåíñòâî

R(f) =
f (2n)(ν)

(2n)!

b∫

a

p(x)ω2(x)dx, a ≤ ν ≤ b,

äëÿ îñòàòêà R(f) ôîðìóëû (1) äà¼ò

R(f) =
n!
√

π

2n(2n)!
f (2n)(ν).
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