Лекция 0: Вводная

Источники ошибок и их классификация. Систематические и случайные ошибки. Основные этапы и задачи обработки данных.

Каков же наш предмет? "В широком смысле под термином данные понимают фактический материал, являющийся основой для обсуждения и принятия решений, а в статистике – это информация, пригодная для анализа и интерпретации. Так, Тьюки – один из оригинальнейших статистиков современности,– рассматривает статистический анализ как анализ данных.  Наблюдения служат реализацией некоторой случайной величины (с.в.), и они поставляют данные для изучаемой проблемы. Термины "данные", "наблюдения" и "реализации" являются синонимами." (А. Афифи, С. Эйзен "Статистический анализ: Подход с использованием ЭВМ". М.: Мир, 1982). Результаты наблюдений можно подразделить на качественные и количественные. Вообще говоря, статистика рассматривает и те, и другие, но в своём курсе я буду преимущественно касаться количественных (математика, в первую очередь – наука о числах). Количественные можно разделить, в свой черёд,  на подсчёт  (регистрация дискретных величин: числа попавших в детектор (-частиц; числа стрекоз над озером и т.п.) и измерение (регистрация величин непрерывного типа: веса, длины, времени и т.д.).
Вообще говоря, есть и другие способы классификации данных. Так, часто рассматривают шкалы измерений (см. А. Афифи, С. Эйзен, раздел 1.1), есть 4 шкалы: шкала наименований (номинальная), порядковая (категориальная), интервальная и шкала отношений. Пример данных: для любого индивида из популяции взрослых можно измерить а) пол; б) уровень доходов; в) температуру; г) рост. Шкалы этих четырёх измерений различны по существу, так для а) можно только сказать, что два индивида имеют один или разный пол, но и арифметические операции, и операции сравнения бессмысленны; в случае б) можно сказать, что  уровень доходов, допустим, банкира, выше, чем грузчика, но если нет цифр, нет информации – насколько. Для измерений типа в) можно сказать, что температура одного человека отлична от температуры другого; она выше, и насколько выше; для г) можно сказать, что рост одного отличен, больше, насколько больше и во сколько раз больше, чем у другого.  Различие шкал измерений диктует и разную методику обработки данных; так, пусть в нашем примере нас интересует характеристика центра (положения) данных. Тогда в случаях  в) и г) можно использовать среднее, но для данных типа б) количественных данных нет, а все люди разбиты по , скажем, трём классам: с 1) низкими, 2) средними и 3) высокими доходами; в этом случае можно использовать в качестве положения центра медиану (ей отвечает класс 2). В измерениях типа а) не определены не только арифметические операции (как для б), но и операции сравнения; единственной применимой  характеристикой центра является мода (абсцисса максимума); у нас по оси абсцисс всего две точки, скажем, "М" и "Ж", причём демографические данные свидетельствуют, что в типичных популяциях на 51 "М" приходится 49 "Ж", так что мода = "М". Среди гуманитариев нередко непонимание, с какой шкалой он работает и какие методы обработки данных можно применять.

Если вернуться к подразделению наблюдений на качественные и количественные, на подсчёт и измерение, то ясно, в классификации шкал измерений именованные и порядковые данные обычно являются качественными и всегда дискретны, а вот интервальные и относительные данные могут быть как дискретными, так и непрерывными (если объект наблюдений – человек, то его температура непрерывна, тогда как зарплата <в рублях или долларах> дискретна).

Обычно как подсчёт, так и измерение можно рассматривать как случайные величины: состояние частиц в микромире, их характеристики, как известно из квантовой механики, в конечном итоге определяются квадратом модуля пси-функции (плотностью распределения); измерение обычно делается с ошибкой. Если мы хотим измерить какую-то величину ( , то результат i-го измерения из общего числа n есть




xi  = ( + erri ,       i = 1,…n,



(1)

причём наблюдается сумма xi , а ни (, ни erri – ошибку в i-м измерении наблюдать нельзя (в противном случае не было бы задачи определения ( ).

Источники измерительных ошибок многообразны: они могут быть обусловлены личными факторами (остротой зрения или слуха наблюдателя), инструментальными (неточностями при изготовлении данного измерительного устройства, скажем, телескопа или микроскопа), внешними причинами (вы изучаете малые колебания, а поблизости от вас проехал тяжёлый грузовик, что привело к большим колебаниям почвы), включают в себя методические ошибки (скажем, вам нужно значение экспоненты в точке, а для вычисления вы пользуетесь конечным числом членов формулы Тейлора), ошибки модели (при расчёте орбиты искусственного спутника Земли вы считаете Землю шаром, в на самом деле её форма более сложная – сфероид), классификации (вы ошибочно приняли пролетевший самолёт за искусственный спутник Земли)  и т.п.

По типу ошибки делятся на систематические и случайные:





erri  = bi  + (i .




(2)
Систематические (bi ) 1) регулярно возникают всякий раз, когда созданы соответствующие условия; часто имеют характерное значение и знак (так, при измерении мощности радиоактивного источника радиационный фон увеличивает регистрируемое значение, а вот явление "мёртвого времени" - просчёты при регистрации частиц, попавших в детектор через короткий промежуток времени - его уменьшают); 2) они не уменьшаются при усреднении по наблюдениям (по n). Случайные ((i ) 1) характеризуются произвольностью своей величины и знака; они, в частности, могут почти равняться нулю для какого-то i0 ; 2) они в среднем несмещённые, т.е. E{(} = 0 ; 3) как правило (исключение я приведу позже на этой лекции), они уменьшаются при усреднении по n.

Формула (1) является простейшим примером прямого измерения: нас интересует величина (, её-то мы и измеряем (конечно, с ошибкой). В общем случае интересующие нас величины (параметры) непосредственно не измеряются, а мы регистрируем только их косвенные проявления. В результате n измерений имеем фундаментальную систему


(1 ((1 , (2 ,… (N ) + err1  = x1 ,



(2 ((1 , (2 ,… (N ) + err2  = x2 ,
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(3)



(n ((1 , (2 ,… (N ) + errn  = xn ,











       
где x1 , x2 ,…, xn – наблюдаемые величины, erri - ошибки измерений, (1 , (2 ,… (n  – некоторые (известные) функции интересующих нас величин (1, (2,… ,(N. Имеем  n правых частей (3), но n + N  неизвестных (err1 , err2 , …, errn ; (1 , (2 ,… (N ) ( фундаментальная система не разрешима, и любое увеличение n не изменит положения (появятся дополнительные неизвестные erri ). Что же делать, чтобы найти хотя бы приближённые значения (оценки) для (1, (2 ,… (N ? Игра идёт на том, что ошибки erri – не произвольные числа, а в простейшем (и довольно частом) случае являются независимыми реализациями одной и той же случайной величины (с.в.), имеющей некоторые свойства (например, закон распределения). При увеличении n неопределённость в оценке (1 , (2 ,…, (N  может быть уменьшена (закон больших чисел).

Таким образом, мы перешли к рассмотрению главных этапов обработки наблюдений и возникающих при этом задач. Прежде всего, это нулевой этап – этап сбора информации (регистрации x1 , x2 ,…,xn ), это – забота экспериментатора. Но в результате рассуждений предыдущего абзаца мы подошли к первому этапу обработки данных (и лежащим за ним задачам) – нужна математическая модель данных (в случае системы (3) – модель ошибок измерений erri и вид функций (i ). Этот этап решается совместно математиком и конкретным специалистом и сродни искусству – он не формализуем. От вашей и его эрудиции, опыта и т.п. зависит, настолько быстро вы заговорите на одном языке и построите модель.

Что же понимать под моделью? – диапазон довольно велик. Вот некоторые примеры: 1) ошибки измерений независимы или не коррелированы; 2) все ошибки имеют одну и ту же дисперсию ( 2 ; 3) имеются две группы измерений x1 , x2 ,…, xn  и  y1  ,  y2 , …, ym ; утверждается, что обе они являются реализациями одной с.в. ( ; 4) наблюдения являются случайными реализациями из данного семейства распределений, например, трёхпараметрических гамма-распределений; 5) вид функции распределения задан, но её параметры неизвестны.

Наступает этап верификации (проверки) модели: мы уже запустили нашу математическую мельницу, выдвинув модель, и теперь надо проверить на независимом от привлекаемого при разработке модели материале (чтобы исключить возможную подгонку), что она правильна. Это уже дело формальных статистических методов, которые мы рассмотрим в курсе.

Во многом дальнейший ход обработки зависит от первого и второго этапа. Вот простой пример: рассматривается модель (1) с независимыми случайными ошибками, распределёнными по нормальному закону, так что результат измерения x имеет функцию плотности вероятностей (ф.п.в.)


f(x; (, 1) = 

  .

(4)


Нужно оценить ( по результатам измерений x1 , x2 ,…, xn . Как вы знаете из статистики, выборочное среднее







   




(5)


в случае нормального распределения является эффективной оценкой для (, так что нужно усреднять наблюдения.

Но что будет, если измерения x имеют распределение Коши с ф.п.в.


f(x) (
f(x; () = 

 ?
          (6)


Это почти такой же "колокольчик" с максимумом в (, как и (4), только скорость убывания на бесконечности в (6) меньше. Если использовать в качестве оценки ( выборочное среднее (5), то, написав формально математическое ожидание (м.о.):
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 ,

получим расходящийся интеграл ( выборочное среднее вообще не оценивает центр распределения Коши.         (
Таким образом, вероятностно-статистическая модель нередко определяет метод обработки данных. Пусть вы получили измерения в требуемом объеме. – Можно обрабатывать? Оказывается, ещё нет. Нередко в современных экспериментах данных очень много (в ядерной физике или космических исследованиях регистрируются миллионы событий). Такой объём информации невозможно даже посмотреть визуально. Между тем оказывается, что трудно обеспечить однородность качества такого объёма  данных. Среди основной массы "добротных" наблюдений встречаются сделанные с грубыми промахами (ошибками) аномальные (резко выделяющиеся) наблюдения. И если не принять специальных мер, ваша компьютерная программа обработает как "добротные", так и аномальные наблюдения, что во многих ситуациях приведёт к абсурдному результату.

Чтобы этого избежать, надо либо 1) выявлять, а в дальнейшем исключать аномальные наблюдения, либо 2) применять специальные методы обработки данных, которые не  оптимальны для рассматриваемой модели, но устойчивы к наличию аномальных наблюдений. Пример: представим себе, что нас интересует значение параметра ( в модели (1), сделано n = 8 измерений нормальной с.в., и были получены значения

                               -1, 5, -3, 0, -2, 3, 4, -2



               (извините за "круглые" числа: я мог бы генерировать нормальную выборку с помощью датчика случайных чисел; но, сделав невозможными устные расчёты, это ничего бы не изменило в сути примера). Я стремился смоделировать реализации для ( (  0.  Составим вариационный ряд, т.е. упорядочим наблюдения по возрастанию:

                              -3, -2, -2, -1, 0, 3, 4, 5,



                 и пусть мы оцениваем центр нормального распределения (  в (1). Согласно (5), получаем эффективную оценку  

 = 1/2. Рассмотрим также другую оценку ( – выборочную медиану (доказывается, что для нормального распределения она состоятельна и не смещена, хотя и не эффективна). Выборочная медиана определяется так: если имеется выборка x1 , x2 ,…, xn . то вариационный ряд для неё будет x(1)  ( x(2) ( … ( x(n) , и



     ( x(k+1) , если n = 2k + 1 ;

median =  (







(7)


     ( 1/2 [x(k)  + x(k+1) ], если n = 2k.

В нашем примере median = -1/2, что достаточно близко к 

.

Пусть теперь вместо -1 было зарегистрировано аномальное наблюдение 1000003. Тогда нетрудно найти, что 

 = 125001, но median = 3/2, т.е. среднее - неустойчивая оценка (, а медиана – устойчивая.  (    Таким образом, третий этап – парирование аномальных наблюдений.

Наконец, возникает задача обработки наблюдений, получения по ним как качественных, так и количественных характеристик изучаемого явления. Рассмотрение качественных характеристик часто приводит к задачам статистической проверки гипотез, которые допускают оптимальное решение не во всех случаях, так что универсальных рецептов нет, и я её не буду рассматривать. Что касается количественных характеристик, то нередко задача сводится к оцениванию параметров функции распределения заданного вида. Фундаментальную роль в этой ситуации имеет рассмотрение линейной модели и соответствующих методов решения задачи (метод наименьших квадратов (МНК); устойчивые регрессионные методы). А более общий нелинейный случай сводится к рассмотрению линейной модели в итерационных процедурах.

Но на этом не кончается роль статистики в цепи "регистрация данных – их обработка". Дело в том, что, по крайней мере, в научно-исследовательских экспериментах целью является приобретение знаний о новых, ещё не изученных объектах и явлениях, а не подтверждение уже известного. Чаще всего при первом проведении измерений не ясно, каким образом поставить его и как измерять, чтобы получить максимальную информацию при фиксированных общих затратах на его осуществление. Например, если нас интересует некоторая функция y(x) при различных значениях контролируемого в эксперименте аргумента x, а измерения косвенные, и после регистрации данных и обработки их выяснилось, что информация о структуре y(x) содержится, главным образом, при малых значениях x, а при остальных y(x) монотонно спадает к нулю, то не оптимально проводить измерения на равномерной по x сетке. Напротив, целесообразно сделать частые замеры при малых значениях x, а при остальных x сетка может быть редкой. Эти соображения возвращают нас к этапу, предшествующему нулевому – к организации эксперимента и планированию процесса сбора данных. 

Чем же здесь может помочь статистика? Можно ставить вопрос об условиях эксперимента, обеспечивающих наилучшие по точности результаты обработки или гарантирующих достижение требуемой точности при фиксированных общих затратах. Эти проблемы решаются в математической теории планирования эксперимента (она находится на стыке статистики и оптимизации), в которой доказан целый ряд неожиданных, очень красивых теорем. Если же рассматриваемый эксперимент так сложен, что точной теории нет, можно построить его план, близкий к оптимальному, с помощью имитационного моделирования на основе метода Монте-Карло. Таким образом, "регистрация данных – их обработка" замыкается. Однако нужно иметь в виду, что рассказанное – идеальная схема, к тому же порой не полная, а в реальности некоторые этапы могут отсутствовать (так, не всегда заказчик - экспериментатор может поставить данные в достаточном объёме, чтобы можно было проверить, какова функция распределения данных). Чаще всего это объясняется ограниченным финансированием исследований.
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Об обозначениях: в статистике широко распространено обозначать строчными греческими буквами (например, (((() случайные величины (с.в.), а также параметры распределений (обычно буквой ( ; мы ещё зарезервируем обозначение ((t) для характеристической функции – см. ниже); соответствующими строчными латинскими буквами – выборочные реализации с.в. (продолжая пример: (((( соответствуют выборочные реализации x1 , …, xn  и y1 , …, yn). В дальнейшем мы будем рассматривать многомерные величины (векторы) – их обозначают строчные латинские или греческие буквы, обычно под вектором подразумевается вектор-столбец (стрелки над векторами я буду опускать, так как обычно из контекста ясно, идёт ли речь о скаляре или векторе); наконец, заглавными латинскими буквами будем обозначать матрицы (обычно это будут неслучайные вещественные матрицы). При изложении иллюстрирующего примера или при доказательстве леммы, теоремы окончание отмечается значком  (. Обычно оценки параметров распределения (скажем, ( или ( ) обозначают той же буквой, что и параметр, но со значком " ^ " или " ~ "  над буквой, например, 

  или  

.
После того, как был рассказан общий план, мы приступаем к поэтапному рассмотрению упомянутых выше задач и методов их решения. Сначала  приведу сводку результатов, которые скоро нам понадобятся. В дальнейшем изложении я буду придерживаться терминологии и формулировок теорем, принятых в [1] –  книге С.Уилкса “Математическая статистика”. М.: Наука. 1967. 

I. Характеристические функции и независимые случайные величины.
Пусть случайная величина ( имеет функцией распределения F(x) = P{( ( x} (будем писать в дальнейшем так: ((((F(x)). Функция


           ((t) = E{exp{it(}} = 

  ,    t ( (– ( , ( )
           (8)











   называется характеристической функцией (х.ф.)  с.в. ( .  В случае непрерывной с.в. (  соотношение (8)  дает преобразование Фурье для f(x) = F’(x) – функции плотности вероятностей (ф.п.в.) :





 ((t) =   

 .



(8’)

Польза от рассмотрения х.ф., помимо вычисления генеральных моментов




(r  = E{(  r } = 

   ,

состоит в том, что по (первой) теореме Леви существует взаимно-однозначное соответствие между х.ф. и функциями распределения (ф.р.) (формулы (8), (8’) устанавливают переход от  ф.р.  к  х.ф., а обратный переход задаётся формулой

            P{( ( I1 } =  F(x’ + () - F(x’ - () = 

 ,             (9)

 где x’ + (  и x’ - (  –  точки непрерывности F(x), I1 = (x’ - (, x’ + (], а если 

 < ( , то существует ф.п.в.  f(x),  причём



     f(x’) = 

  ) ,



(9’)











              так что х.ф. определяет с.в. столь же полно, как ф.р. (доказательство см. Уилкс, стр. 128 - 130; М. Лоэв "Теория вероятностей" М.: ИЛ, 1962, стр. 199 -  201). 

По второй теореме Леви для последовательности с.в. исследование сходимости её по распределению к некоторой с.в. можно заменить более лёгкой задачей исследования сходимости (в смысле мат. анализа) соответствующей последовательности х.ф.:

Теорема 1. Пусть ( 1 , ( 2 , … – последовательность с.в., а (1(t), ( 2(t), …  – соответствующая последовательность х.ф. Тогда {( i } 
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 ( (сходимость по распределению) тогда и только тогда, когда при всех    t   {( i(t)} -( ((t) и предельная функция  ((t) непрерывна при t = 0. Тогда ((t) есть х.ф. для с.в. ( . Доказательство см. в С. Уилкс, стр. 134 - 135.

Для k–мерной с.в. ( = ((1 , …, (k ) T  х.ф. будет функцией k переменных, и она вводится так:
       (((t) = (((t1 , …, tk) = E{exp{i t T (}} = E{ exp( i 
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Имеется обобщение формулы (9) на многомерный случай (см. С. Уилкс, стр. 132). Нам понадобится формула для k = 2. Пусть с.в. ( = ((1(((2) T ( R2  имеет х.ф. ((t1 , t2 )  и ф.р. F(x1 , x2 ). Обозначим через I2  интервал в R2 , задаваемый системой неравенств xj' - (j  (( (j (( xj' + (j, j = 1, 2, (j  > 0,  и предположим, что F(x1 , x2 ) непрерывна на границе этого интервала. Тогда

    P{( ( I2 } = 

 .  (9")
            Кроме того, если выполнено условие абсолютной интегрируемости   
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 < ( , то в точке (x'1 , x'2 ) существует ф.п.в. f(x1 , x2 ), причём

           f (x'1 , x'2 ) = 
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Теорема 2.  Пусть с.в.  ( = ((1(((2) T ( R2  имеет х.ф. ((t1 , t2 ). Тогда компоненты (1( и (2  статистически независимы тогда и только тогда, когда 


       ((t1 , t2 ) = ((t1 , 0 )( (( 0 , t2 ) = (1(t1  )( (2( t2 ) ,
          (11)











              где  (1(t )  и  (2( t ) –  х.ф. маргинальных распределений  F1 (x1 )  и  F2(x2 ).

< Необходимость доказывается из определения независимости:  F(x1 , x2 ) =   F1(x1)( F2(x2 ), и тогда

((t1 , t2 ) = 

  =  

=

= 
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 = (1(t1  )( (2( t2 ),

а достаточность – на основе формулы (9")  при k = 2 имеем

P(x'j  – ( j < (j  ( x'j  + ( j ; j = 1, 2) = 

= 

  =

=  

 .
Или, в другой записи,

P (((1 , (2 ) ( I2 ) = P ((1  (  

 ) P((2  (  

 ), 
где 
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 есть интервал x'j  – ( j  < (j  ( x'j  + ( j ; j = 1, 2, а I2  – декартово произведение 
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. Последняя формула приводит к соотношению 

                                        F(x1 , x2 ) =   F1(x1)( F2(x2 ),   

означающему независимость (1   и (2  (см. С. Уилкс, стр. 54).  –  М.У.>.
Теорема 3. Пусть (1 , …, ( k  –  независимые с.в., причём с.в. ( i  имеет х.ф. (i(t ), и пусть с.в.  




          ( = 
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Тогда х.ф. ((t)  для  с.в.  (   равна





   ((t)= 
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Доказательство: 

           (( (t) = E{e i ( t } 

 =  (из независимости (1 , …, ( k)) 
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II. Воспроизводимость. 

Определение 1. Пусть (1  и ( 2 – независимые с.в. с ф.р. F(x; (1 ) и F(x; ( 2 ) , соответственно, где (1   и  ( 2  – значения параметра ( . Пусть  ((((( 1(((( 2 . Тогда, если ф.р. (( равна  F(x; (1  + ( 2), то F(x; () называется воспроизводящей <в [4] – аддитивной. – М.У.> по ( .

Теорема 4  (критерий воспроизводимости). В условиях определения 1 ф.р. F(x; ()  с х.ф.  (( t(((()  воспроизводящая тогда и только тогда, когда 



(( t(;((1(( ( ((t(;(( 2(((((( t((((1  ( ( 2 ( .

          (13)

Доказательство см. в С. Уилкс, стр. 134.












       На дом : используя теорему 4, проверить, что


1. Распределение Пуассона Po(()  с х.ф.





         ((t; () = exp{((e i t - 1)} 


  воспроизводящее  по  ( .


2. Распределение ( k 2  с х.ф.





           ((t; k) = (1 - 2it) - k /  2 
воспроизводящее по k .
3. Мультиномиальное (k–мерное) распределение M(n; p1 , p2 ,…, pk) (это последовательность n независимых испытаний, в каждом из которых возможен k + 1 исход С1 , C2 , … , Ck+1 , причём вероятность исхода Cj  постоянна и равна pj , j = 1, …, k+1, т.е. pk+1  = 1 - p1  - p2  - … - pk ) с х.ф. 

     ( (t1 , t2 , …, tk ) = 
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является воспроизводящим по n.

4. Двухпараметрическое распределение Коши с ф.п.в.

               f(x; (((() = 
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имеющее х.ф. (получить её !)

                                                  ( ( t(((((((((( e i( t  – ( | t |
– воспроизводящее и по  (  и по(( . Вывести отсюда, что если x1 , x2 , …, xn  – выборка из распределения Коши, то выборочное среднее (5) будет иметь то же распределение Коши (этим и объясняется неприменимость выборочного среднего как оценки параметра (  в примере выше).

5. Нормальное распределение N((((( 2 )  с х.ф.




   ( ( t((((((  2((((( exp{it(  -  (  2 t 2 / 2}
– воспроизводящее по  (  и(( 2 .

Более того, легко проверить, что нормальное распределение обладает свойством усиленной воспроизводимости: если (1 (((N((1(((1 2(( , (2 (((N((2(((2 2((  – независимые с.в. и заданы числа (1 (( 2( такие, что((1 2(((( 2 2  ((((( то

 
  (((((1(((1(((( 2(( 2(((N ((1 (1( ( ( 2( 2 ( (1 2((1 2(((( 2 2((  2 2( .

Доказательство. Для с.в. (  её  х.ф.

( ( (t) = E{exp{it(}} = E{exp{it(1(1 + it(2((2}} = (по теореме 3) = (((1 t( (1(((1 2( (( ( (2 t(((2(((2 2( = exp{it(1(1 – (1 2(1 2t 2 / 2 }(exp{it(2(2  - (2 2(2 2 t 2 / 2 }= exp{it ((1 (1( (  ( 2( 2)  –  ((1 2(1 2((( ( 2 2(  2 2 )( t 2 / 2},   

т.е. это х.ф. нормального распределения. Далее нужно применить первую теорему Леви.                           (
Мы так подробно остановились на свойстве воспроизводимости в связи с тем, что в статистике часто рассматривают сумму  выборочных значений




                       s = 
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Тогда,  если  x i  (  F(z; ( )  и F(z; ( )  – воспроизводящая по ( , то s  (  F(z; n( ), а, в свою очередь, через  s  выражается выборочное  среднее
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III. Некоторые распределения, которые понадобятся в дальнейшем.
Дискретные: (а) биномиальное; (б) Пуассона; (в) мультиномиальное (полиномиальное). Непрерывные: (а) равномерное; (б) одномерное и многомерное нормальное; (в) (  2 ; (г) Стъюдента; (д) Снедекора-Фишера (F–распределение) . Нужно посмотреть 1) как они вводятся, в каких задачах возникают; 2) иметь представление о том, как выглядит их функция вероятностей (ф.в.) или функция плотности вероятностей (ф.п.в); 3) какова их характеристическая функция (для (г) и (д) х.ф. бесполезна, и её не нужно рассматривать); 4) как выражаются через параметры распределения два первых момента (если знаете выражения вплоть до, скажем, 4-го – ещё лучше).

IV. Низшие выборочные моменты для нормального распределения.
Если для с.в.  (  существуют математическое ожидание E{(} = m  и дисперсия  Var{(} = d, и определены




  

 = 

  ,



           (14)


       s 2  = 





           (15)











                 –  выборочное среднее и выборочная дисперсия, то

                     E{

} = m ,    E{s 2 } = d , Var {

} = 


                      (16)











             для любого закона распределения F(x). Если же  ( (((N((((( 2(( ,  то

(а) 

( N(((( ( 2(/ n(  (из свойства усиленной воспроизводимости нормального распределения) ;

(б) 

  (  ( n - 1  2 , и

(в) 

 и s 2  статистически независимы (лемма Фишера).

Отсюда следует, что в случае нормальности с.в. (статистики)

 u  = 

  (  N(0, 1) ; t = 

  (  St n - 1 .
          (17)
Как мы увидим далее, эти статистики используются при построении доверительных интервалов для (  и проверки гипотез о его значениях. 
V. Вычисление оценки математического ожидания и дисперсии сложной функции случайного аргумента (аргументов).
В процессе обработки экспериментальных данных часто возникает задача: дана нелинейная гладкая функция F(y) одного случайного аргумента y, математическое ожидание и дисперсия y существуют, причём математическое ожидание y равно a, дисперсия y равна D = Var(y), а ((y) =

 – среднеквадратическое отклонение. Моментные характеристики для y известны из теоретических соображений или могут быть оценены с большой точностью из серии вспомогательных измерений. Если бы F(y) была линейной, то без труда можно было бы выписать точные выражения для математического ожидания и дисперсии; для нелинейной функции эти моменты обычно не удаётся получить в аналитическом виде.  Требуется оценить два низших момента для F(y). Обозначим через E{F(y)} математическое ожидание F(y), а через Var{F(y)} – дисперсию F(y). Тогда имеем для F(y) в линейном приближении



    F(y) ( F(a) + 

 * (y - a),


         (18)

откуда





   E{F(y)} ( F(a),



         (19)


        Var {F(y)} ( 

( D ,    ({F(y)} ( 

( ((y).
         (20)

Если же задать F(y)  с точностью более высокого порядка, то



                 E{F(y)} ( F(a) + 

 ,

          (21)

а

Var{F(y)}(         

         (22)

где 

 и т.д.; (3(y), (4(y) – центральные моменты 3-го и 4-го порядков для y. Для нормального распределения y имеем для центральных моментов: (3(y) = 0, (4(y) = 3( 4 =3D 2  <получите это в качестве упражнения ! >, и дисперсия  (22)  запишется в виде


 
     Var{F(y)} ( 

 .

        (22’)


Для нелинейной функции нескольких случайных аргументов F(y1, y2, ..., yk) (обозначения для математических ожиданий E{yi}= ai, дисперсия yi равна Var(yi) = D i , а коэффициент корреляции между yi  и yj  есть (ij ) соответствующие результаты получаются с помощью леммы о переносе ошибок (лемма 1.3 моей книги [7]). Пусть ( = (((1), ((2), ..., ((n) )T  – -мерная с.в. с вектором м.о. a = E{(} = (E{((1)}, E{((2)}, ..., E{((n)} )T  и ковариационной матрицей C = cov{( , ( } = E{((  – a )( (  – a ) T } (т.е. чтобы найти ковариационную матрицу C, нужно (а) перейти от ( к центрированной с.в.  ( = ( – a ; (б) найти м.о. (матрицы) внешнего (тензорного, кронекеровского) произведения (  на  себя самого). 

Лемма. Пусть с.в. ( ( Rn, вещественная матрица L ( Rm x n, с.в. ( ( Rm, и пусть (  = L( . Тогда


(а) E{(}  = L( E{( };


(б) cov{( , (} = L( C( LT.


Доказательство. Утверждение (а) следует из определения м.о. и линейности (, а утверждение (б) ( из определения ковариационной матрицы

C  = cov{( , ( } = E{(( – E()( (( – E()T }  (
     cov{(, (} = E{ L(( – E()( (( – E()T LT } = L( cov{( , (}( LT = L( C( LT.          (
Обозначим  {yi} = y1, ..., yk, {ai}= a1, ..., ak  , 

 

.  Тогда имеем для нашей функции в по формуле Тейлора:



F(y1, y2, ..., yk) ( F(a1, a2, ..., ak) + 

 ,
          (23)

так что по лемме о переносе ошибок получаем для приближенного значения математического ожидания и дисперсии


             E{F(y1, y2, ..., yk)} ( F(a1, a2, ..., ak) ,
          
         (24)

Var{F(y1, y2, ..., yk)} (
                 

,                       (25)  











а когда для всех i и j = 1, …, k  корреляция  (ij = 0 , (25) переходит в




 Var {F(y1, y2, ..., yk)} ( 

.
      
        (25’)

При более точном разложении  F  получим

E{F(y1, y2, ..., yk)} (
   F(a1, a2, ..., ak) + 

; 
          (26) 

для независимых с.в.     y1, y2, ..., yk  имеем
 Var{F(y1, y2, ..., yk)} ( 









+ 

,     

         (27)

При нормальном распределении (27) упрощается:



{F(y1, y2, ..., yk)} ( 

 

.

        







        (27’)

Конечно, нужно сознавать, что приведённые выше выражения имеют смысл, если в окрестности точки a  < точки  {ai} в случае нескольких аргументов >  скорость роста  F  ограничена (скажем, степенная) как по y, так и по числу реализаций (измерений) n. Соответствующее точное утверждение и его доказательство см. в книге Крамер Г. Математические методы статистики. М.: Мир. 1975. Гл.27.
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