	Глава 3


Вычислительные проблемы регрессионного анализа





Неполнота ранга матрицы данных. В главе 1 мы показали, что для линейной модели 


				  y = X((  + (  					(1)





решение оптимизационной задачи НК минимизации





			         Q(() = || y –  X ( || 2 = || ( || 2			 (2)





всегда существует. Однако из теоремы 1.1 следует, что если rank (X) = r < k , то решение (2) не единственно. Сейчас мы дадим другое доказательство этому.


Теорема 3.1. Пусть в регрессионной модели (1) выполнены условия 1(4 гл.1 и rank (X) = r < k. Тогда задача (2) имеет бесчисленное множество решений.


Доказательство. Пусть ( * ( какое-либо решение (2). Так как r < k, то существует вектор c ( Rk : || c || > 0 , X c = 0 . Но тогда





				� EMBED Equation.2  ��� = ( * + ( c ,   - ( < ( < (			(3)


( решение (2). Действительно, 





Q(� EMBED Equation.2  ���) = || y – X ( *– ( X c || 2 = || y  –  X ( *|| 2 = Q(( *). ( � EMBED Equation.2  ��� = Arg min Q(( ).


   										 (


Если ( (0) ( истинный вектор параметров, то качество полученной оценки  � EMBED Equation.2  ��� можно характеризовать величиной


			   EL1 2 = E || � EMBED Equation.2  ��� – ( (0) || 2					(4)


Покажем, что среди решений (3) найдутся сколь угодно большие.


Теорема 3.2. Среди решений (3) задачи (2) имеются такие, для которых EL1 2 произвольно велика.


Доказательство. Пусть ( *( какое-либо решение (2).  Для него EL*1 2=    E ||( *  – ( (0)||2. По (3) � EMBED Equation.2  ��� = ( * + ( c ( также решение. Для него EL1 2 =     E ||� EMBED Equation.2  ��� – ( (0)|| 2  =E||( * – ( (0) ||2 + ( 2|| c ||2  + 2( E(( * – ( (0) )Tc  = EL*1 2 + 2( E(( * – ( (0) )Tc  + ( 2 (  || c ||2, т.е. это квадратичная по (  функция  со старшим коэффициентом при ( 2      || c ||2 > 0 . Поэтому при (   (  ( (  будет EL1 2  (  ( .       (


Наконец, покажем, что среди оценок нет статистически предпочтительных.


Теорема 3.3.  Среди решений задачи (2) в случае матрицы данных X неполного ранга не существует линейных несмещённых оценок.


Доказательство. Пусть существует линейная несмещённая оценка � EMBED Equation.2  ���, т.е. � EMBED Equation.2  ��� = A y, E� EMBED Equation.2  ��� = ( (0). При доказательстве теоремы 1.2 мы получили отсюда условие на A : A X = Ik . Но если rank(X) = r  < k, то rank(A X ) ( r  < k , и условие A X = Ik невозможно.         (


При  практическом решении задачи НК обычно выбирают нормальное решение, т.е. решение с минимальной нормой





  (N : (N  =Arg min|| y – X ( || 2 (|| (N ||2 = min||� EMBED Equation.2  ���||2, где� EMBED Equation.2  ���= Arg min Q((). (5)


Такой выбор обусловлен тем, что 


	1. линейность модели (1) по параметрам обычно имеет место в довольно узком диапазоне их значений (можно привести многочисленные примеры из физики, техники);


	2. в нелинейном методе НК задача (2) возникает на итерациях, при вычислении поправки на текущем шаге к значению вектора параметров на предыдущем, и важно, чтобы эта поправка была бы настолько малой, насколько возможно (иначе можно “проскочить” точку минимума).


В реальных ситуациях установить неполноту ранга матрицы данных не так-то просто, за исключением простой коллинеарности двух столбцов (зависима может быть линейная комбинация нескольких столбцов). Тем более в нелинейной регрессии, когда модель имеет вид Eyi = ((xi ;()  с заданной модельной функцией ( , матрица X представляет собой значения производных (  по параметрам в точках x1, ..., xn  (( (xi ; ( ) / (( ( ,  i =1,   ., n ;  ( = 1, ..., k  (об этом рассказывается в гл.4), причём производные заново вычисляются при текущем значении вектора параметров на шаге итераций, так что эти величины непредсказуемы. По этим двум причинам решение вычислительной задачи НК в случае неполноты ранга матрицы данных рассматривать нужно.
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