Глава 2

Нормальная регрессия

Некоторые свойства многомерного нормального распределения. Говорят, что с.в. ( = ((1 , …, (m ) T  имеет невырожденное m–мерное нормальное распределение (краткое символическое обозначение: ( ( Nm((, (), причём матрица ( ( R m x m  > 0 ), если её ф.п.в. равна

               f(z ) = f(z1 , …, zm ) = 

   
c
q(z) = (z  - ()T (  -1(z  - ().



(*)
Х. ф.  m–мерного нормального распределения имеет вид

 
(((t) = E{exp(it T( )}  = exp{it T(  – 1/2t T(  t }.


(**)

В теории распределений доказывается, что вектор м.о. E{(} = ( = ((1 , …, (m ) T , а ковариационная матрица  cov{(,(} = ( > 0  имеет общим элементом ( lk  = ( kl ;   l, k = 1, …, m, причём ( ll  = ( l 2 – дисперсия l–ой компоненты (это легко получить, вычисляя первую и вторую производные х.ф. (**) по t  и полагая в них t = 0 ; см. вводную лекцию). Тогда в наиболее наглядном случае m = 2 поверхность ф.п.в. напоминает вьетнамскую шляпу,  линии уровня f(z) = const – эллипсы, а в случае m > 2 – эллипсоиды.
Вы знаете, что если компоненты многомерной с.в. статистически независимы, то они не коррелированны, причём обратное в общем случае не верно. Нормальное распределение замечательно тем, что независимость и некоррелированность - эквивалентные понятия.

Теорема 2.0. Если с.в. ( ( Nm((, () имеет некоррелированные компоненты, то её компоненты статистически независимы.

Доказательство. В этом случае ковариационная матрица ( диагональна: ( = diag {(1 2, …,(m 2 }, так что х.ф. имеет вид

    (((t) = 

 = 

= 

 ,   

где (j (t) – х.ф. маргинального распределения для j–ой компоненты. Эта факторизация является необходимым и достаточным условием независимости компонент (см. теорему 2 вводной лекции).              (
Заметим, что теорему 2.0 можно также доказать из определения независимости с.в., заметив, что матрица ( –1 в ф.п.в. (*) для некоррелированных компонент равна  ( -1 = diag{(1 -2,…,(m -2 }, и q(z) сведётся к сумме квадратов, но этот способ доказательства – только для невырожденного нормального распределения с  (  >0.

Многомерное нормальное распределение обладает свойством усиленной воспроизводимости по ( и по (, т.е. если заданы независимые  невырожденные с.в. ( (1)( Nm(( (1), ( (1) ) и  ( (2)( Nm(( (2), ( (2) ) и заданы числа  (1  и (2 такие, что (1 2  + (2 2  > 0, то с.в. 

( = (1 ( (1) + (2 ( (2)  ( Nm ((1( (1) + (2( (2) , (1 2( (1) + (2 2( (2) ),
причём распределение  (  невырожденное. Более того!
Теорема 2.1. Пусть с.в.  ( ( Nm((, ( ), а с.в.  ( = L ( ( Rl. Тогда

(1). ( ( Nl(L (, L ( L T);

(2) если m ( l, rank(L) = l и ( > 0,  то распределение ( не вырожденное, т.е. cov{(, ( } > 0 .

Доказательство.
1) (((t) = E{exp(it TL ( )}  = <замена  t' = L T t > = E{exp(it' T ( )} = (((t' ) = exp{it' T(  – 1/2t' T(  t' } = exp{it T L (  – 1/2t T L ( LT t }, т.е. ( ( Nl(L (, L ( L T) по первой теореме Леви.

2) Если ( > 0, то применима факторизация Холесского  (  = H H T, где H – невырожденная нижняя треугольная матрица. Тогда L ( L T = L H H TL T , т.е. это матрица вида  A AT из леммы 1.2. Так как rank(L H) = rank( L) = l (лемма 1.4), то  rank(L ( L T) = rank(L H ) = l ( симметричная неотрицательно определённая матрица  L ( L T ( R l x l  не вырождена. Но     тогда  L ( L T = cov{(, ( } > 0.                                (
Теорема 2.2. Пусть с.в. ( ( Nm((, ( ), ( > 0, а блочное представление для  (  есть ( = 

, причём ( (1) ( Rl, так что ( = 

, ( (1) ( Rl, и блочное представление  матрицы   (  = 

 ,  с  ( 11 ( Rl x l,   ( 12 (    Rl x (m – l),  ( 21 ( R(m – l) x l, ( 22( R(m –  l) x (m – l).Тогда маргинальное распределение для вектора ( (1)  есть Nl(( (1), (11). 

<Доказывается применением теоремы 2.1, если взять L = ( I l : 0 ), где 0 ( Rl x (m-l)  – матрица из одних нулей>.

Следствие 1. В условиях теоремы 2.2 маргинальное распределение j-ой компоненты  (  одномерное нормальное: ( j ( N(( j, ( jj ).

Доказательство. Пусть j = 1. Тогда, положив l = 1 в теореме 2.2, получим требуемое утверждение. Если же j > 1, поменяем местами первую и    j-ю компоненты с помощью ортогональной матрицы перестановки



P j  = 

  ,

полученной из единичной матрицы Im  перестановкой первого и j-го столбцов. Тогда с.в. ( = Pj (  имеет первой компонентой  ( j , так что для неё следствие 1 доказано. Но  E{( } = Pj  ( , а  cov{(,( } = Pj ( Pj T  по лемме 1.3. Для с.в. (   выполнены условия утверждения 2  теоремы  2.1, так что  ( (  Nm(Pj  (, Pj ( Pj T ), причём Pj ( Pj T > 0, тем самым – и условия теоремы 2.2 Легко убедиться в том, что E{( j } = E{(1 } =( j , Var{( j } = Var {(1 } = ( jj .
  (
Теорема 2.3. Пусть ( ( Nm((, ( ), ( > 0 . Тогда квадратичная форма    q(() = (( – ( )T ( -1(( – ( ) ( (m2.

<Как раз эта квадратичная форма от аргумента z  стоит в экспоненте ф.п.в. f(z)  m-мерного нормального распределения >.

 Доказательство.  Применим разложение Холесского (теорема 1.3) (  = L LT и рассмотрим невырожденную нормальную (теорема 2.1) с.в.     ( = L-1(( - ( ) ( Nm(0, I m) . Тогда  ( ( – ( )T ( -1( ( – ( )  = ( T ( = || ( || 2  =

 , причём компоненты (i не коррелированные ( по теореме 2.0 они независимы и (i   (  N(0,1) по следствию 1. Но тогда 

( (m2.                (
Эквивалентность МНК и МП-оценок. Для получения НК-оценок параметров линейной модели мы сделали довольно слабые предположения о ф.р. ошибок: конечность двух младших моментов. Удалось доказать оптимальность НК-оценок в классе линейных оценок. Однако из рассмотрения примера 3 гл.1 (применение метода МП для оценки параметра сдвига симметричного распределения) следует, что для произвольного закона распределения НК-оценка не является МП-оценкой и, следовательно, она не оптимальна в классе всевозможных (асимптотически) несмещённых оценок.
В этом примере рассматривалась простейшая линейная модель

yi = (  + (i ,    i = 1, …,n, 

E{(i} = 0, ошибки (i статистически независимы и имеют одинаковую дисперсию (2.  Нужно оценить параметр сдвига ( .

В векторных обозначениях модель измерений можно записать в форме


y = ((1 + (, где y, ( ( Rn , 1 = (1, 1, …,1)T ( Rn , 

т.е. в нашем примере матрица данных X = 1 ( R n x 1 . Согласно формуле (10) гл.1 НК-оценка 

 = (X TX)-1X T y = (1 T1)-11 T y = (n) – 1 

 =  

. 

Метод МП применялся в случае (а) нормального; (б) двойного экспоненциального распределения (Лапласа) ошибок. В случае (а) получили целевую функцию МНК и, соответственно, как оценку 

МП = 

 = 

, в то время как в случае (б) метод МП даёт  

МП  = median {y1 , y2 , …, yn} =  (*  (нелинейную по  y1 , y2 , …, yn  оценку), а НК-оценка  

 будет не эффективна. Действительно, для с.в. (, имеющей распределение Лапласа, дисперсия равна  
          Var{(} = 

 ((3) = 2! = 2,
откуда Var{

} = 

 = 2/n. Асимптотическое распределение для выборочной медианы (*  есть N( x 0.5 , 

), где f(x) = F'(x) – ф.п.в., а x p  - p-квантиль для F(x) <С. Уилкс "Математическая статистика", стр.285>, т.е. в нашем примере вследствие симметрии распределения Лапласа    x 0.5  = (. В ней ф.п.в. f(() = 1/2 ( Var{(  *} = 1/n. Таким образом, в примере 3 (случай (б)) дисперсия НК-оценки вдвое больше, чем дисперсия МП-оценки.   (
Однако в важном частном случае нормального закона распределения ошибок МП-оценки и НК-оценки совпадают. В самом деле, рассмотрим обобщённую модель гл.1 и сделаем дополнительно предположение

6’. ( ( Nn(0, ( ), ( > 0 .
Тогда функция правдоподобия есть


  
L( ( ) = (2() – n/2 | ( | –1/2(exp{– 1/2 (y – X ( )T( -1(y – X ( )}, 
(1)

а её логарифм



          LL( ( ) ( –1/2 (y – X ( )T( -1(y – X ( ).


(1’)

Мы видим, что максимизация логарифма правдоподобия (1’)  эквивалентна минимизации Qg(( ) и, следовательно, 

 = 

МП . 

Далее: из теоремы 2.1 следует

Теорема 2.4. 

( Nk((, (X T(- –1X) –1 ), т.е. линейная функция y ( оценка Эйткена  

 ( невырожденная k-мерная нормальная.

Следствие. Для классической модели 

 ( Nk((, (2((X TX)-1).

Для доказательства достаточно взять ( = (2 I n .

С этого момента мы ограничимся нормальной регрессией для классической модели:  будем предполагать, что выполнены условия 1(5 и

6. ( ( Nn(0, (2 I n ) .

Замечание.  По теореме 2.1 с.в. e = (In – P)y имеет многомерное нормальное распределение, однако это распределение вырожденное, т.к. rank(In – P) = n - k .

Распределение квадратичных форм Q0 , Q1 и Q2. Рассмотрим теперь распределение квадратичных форм. Для начала отметим, что ошибки (i независимы вследствие теоремы 2.0.

Теорема 2.5. Пусть выполнены условия 1(6 . Тогда 

a) Q0 /(2 ( (n2.

b)  Q2 /(2 ( (k2.

c) Q1 /(2 ( (n-k2.

Доказательство. a) Пусть ( ’= ( /(. Очевидно, что ( ’ ( Nn(0, I n ) . Тогда

Q0 /(2= || y – X ( ||2/(2 = ||( ||2/(2 = 

/(2 =

Поэтому  Q0 /(2 ( (n2. 

b) Теперь рассмотрим квадратичную форму Q2 . Для неё Q2/(2 = ||X(

 – ()||2 /(2. Но 

||X(

– (  )|| 2/(2 ={( 

 – ( )TXTX /(2 (

 – ()}= {(

 – ( )T[( 2(XTX )-1] -1 (

 – ( )}. 

С.в. 

 ( Nk((, (2((XTX)-1) по теореме 2.4, поэтому по теореме 2.3  Q2 /(2 ( (k2. 

c) Осталось рассмотреть с.в. Q1/(2 = || y – X

||2/(2. Она может быть записана в виде ||(In – P)y||2/(2 = ||(In – P) ( ||2/(2 = ||(In – P)( ’||2. Матрица In – P ( проекционная ранга n - k.  Поэтому она имеет спектральное разложение

In – P = V ( In-k     0 (  V T = V ( V T,     

    ( 0      0 (  

где V ( ортогональная матрица. Тогда

Q1 /(2 = ( ’ TV ( V T ( ’ = 

 , 

где вектор 

 = V T ( ’ ( Nn(0, I n). Последнее выражение представляет собой сумму квадратов n – k стандартных N(0,1) с.в. 

, причём эти слагаемые статистически независимы. Следовательно,     Q1 /(2 ( (n - k 2.       (
Теорема 2.6. Пусть выполнены условия 1(6. Тогда НК-оценка 

 и RSS = Q1  статистически независимы.

Доказательство основано на трёх теоремах из книги Дж. Себера "Линейный регрессионный анализ". М.: Мир. 1980. Первая –

Теорема 1.9 на стр. 26: Если случайные векторы ( и ( независимы, а скалярные функции a(() и b(() измеримы, т.е. a(()  и b(()  – одномерные с.в., то a(()  и b(()  независимы.
Док: В силу независимости ( и ( совместная ф.р. F(x,y) = F1(x)( F2(y) Указанный результат непосредственно вытекает из факторизуемости х.ф. совместного распределения a(() и b((), т.е. из соотношения для совместной с.в. 

: её х.ф. равна ((u, v) = E{exp{iua(() + ivb(()}} = E{exp{iu a(()}}( E{exp{ivb(()}}, а это есть необходимое и достаточное условие статистической независимости с.в.  a и b  (теорема 2 вводной части).                                           (
Вторая –

Теорема 2.6 на стр. 39: Пусть случайный вектор  ( ( N​m ((((( ). Предположим, что вектор (   разбит на два подмножества, первое из которых состоит из p элементов,  p < m , а второе – из m – p :

( = 

 и, соответственно ( = 

,  (  = 

  . 
Тогда для статистической независимости случайных векторов ((1)  и ((2)  необходимо и достаточно, чтобы ковариационный оператор  cov{((1) , ((2)} = 0     .
Док.: Если ((1)  и ((2) независимы, то независимой будет и любая пара их элементов ((1)i  и ((2)j . Поэтому

cov{((1)i  , ((2)j } = E{(((1)i  – ((1)i ) (((2)j  – ((2)j )}  =

                   = E{(((1)i  – ((1)i )}  E{(((2)j  – ((2)j )} = 0,

и поэтому cov{((1) , ((2)} = 0     .

Обратно, если  ( 12  = cov{((1) , ((2)} = 0   , то

(  = 

 , (  – 1 = 

   , det(()  = det(( 11) ( det(( 22 ), и

((  – ()T (  – 1 ((  – () =  

 = S1  + S2 . 

(для краткости обозначено Si  = ((  (i) – ( (i))T ( i i – 1 ((  (i) – ( (i))).  Отсюда получаем

              f(() = (2 () – m/2  [det (() ] – 1/2 exp{– 1/2 (S1  + S2)} =

=  (2() – p/2  [det(( 11) ] – 1/2 exp{– 1/2 S1 }( (2() – (m – p)/2  [det(( 22) ] – 1/2 exp{– 1/2 S2 } =

    = f1 (((1))( f2 (((2)),

что и завершает доказательство теоремы.                                          (
Наконец, третья –

Теорема 2.7 на стр. 40: Предположим, что  ( ( N​n ((((( 2 I n). Пусть (  = A ( , ( = B (  , матрица   A1  составлена из линейно независимых строк матрицы A  и (  (1)  = A1 ( . Если при этом ковариационный оператор cov{( , (} = 0, то

1)  случайный вектор (  (1)  не зависит от (  T (  ;

2)  случайные величины (  T (   и (  T (  независимы.

Док.: Поскольку в силу  определения ковариационного оператора имеет место соотношение
0 = cov{( , (} = A  cov{( , (} B  T  = ( 2 A  B  T ,

то каждый столбец матрицы AT  ортогонален каждой строке матрицы B. Пусть матрица B1 составлена из линейно независимых строк матрицы B. Поэтому, если






C1  = 

  ,
то строки матрицы C1 линейно независимы и вектор C1( имеет многомерное нормальное распределение (теорема 2.1). Положим ( (1) = B 1 ( . Тогда из соотношения    A  B  T = 0    вытекает, что A 1 B 1  T =  0,  cov{(  (1) , ( (1)} =  0 ,
так что векторы  (  (1)  и  ( (1)  статистически независимы по второй теореме (теорема 2.6 Себера). Без ограничения общности можно предположить, что






B =  

   , 
где строки матрицы B2  линейно зависят от строк матрицы B 1, т.е. существует такая матрица  H, что B2T = B1 T H T , или B2 = H B1. Тогда

(  = B ( =  

  (  =  

 B1  ( . 

Обозначим правую часть последнего равенства через  M  ( (1)  . Тогда по первой из теорем Себера (теорема 1.9) вектор (  (1)  не зависит от с.в.        (  T (   = (( (1)) T M T M( (1).  Аналогично доказывается, что (  = L  (  (1) , и с.в.  (  T (   не зависит от  (  T (    = ((  (1)) T L T L  (  (1).                                 (
Вернёмся к доказательству утверждения нашей теоремы 2.6. В лемме 1.9 мы доказали, что с.в. 

  и e = y -

 = y - X 

  = (In  – P) y   не коррелированные, т.е. ковариационный оператор cov{

 , e } = 0. Если в теореме 2.7 Себера положить (  (1)  =  

  и ( = e , то непосредственно из неё мы получаем, что 

  не зависит от  (y - X 

 ) T (y - X 

 )  = RSS = Q1  .                 (
Следствие 1. С.в. 

  , j = 1, ..., k  и Q1  статистически независимы.

Доказательство. Можно представить 

 как линейную функцию 

= l = cT

 с c = e j , где e j  ( j-ый базисный вектор (0, ..., 0,1,0, ... , 0)T. Линейная функция непрерывна, а, значит, и измерима. Далее применяем теорему 1.9 Себера к  l  и Q1 .                                                     (
Следствие 2. С.в. Q1  и Q2  статистически независимы.

Доказательство. Квадратичная форма Q2 есть квадратичная функция 

. По теореме 2.6  с.в. 

  и Q1  статистически независимы; далее применяем  теорему 1.9 Себера.                                                                                         (
Интервальные оценки. Доказанные результаты позволяют получить интервальные оценки параметров. Сначала построим доверительные интервалы для  j-ой компоненты 

. По следствию из теоремы 2.2 имеем   

– ( j (  N(0, (2((XTX) jj), (где (X TX) jj  ( элемент ( j, j ) матрицы   (X TX)–1). Поэтому в силу усиленной воспроизводимости нормального распределения с.в.  (  = (

 – ( j)/ ((

) ( N(0, 1) и по следствию 1 из теоремы 2.6 ( статистически независима от Q1 /(2 ( (n - k 2.  Но тогда

 ( = (/


имеет распределение Стъюдента с n – k степенями свободы, и если fn-k,( ( решение уравнения

                                                 

  =  ( , 

т.е. рассматривается центральный доверительный интервал для распределения Стъюдента с n - k степенями свободы, а  fn-k(z) ( его ф.п.в.; величина 0 < ( < 1 ( заданное число (скажем, рассматривается 95% - ый доверительный интервал и  ( = 0.95). Тогда [ – fn-k,( , fn-k,( ] является 100(​–процентным доверительным интервалом для (, т.е.

P{– fn-k,(  ( ( (  fn-k,( } = (.

Последнее неравенство в фигурных скобках равносильно


    

 –  fn-k,( 

 (  ( j  (  

  +  fn-k,( 



(2)

Оно определяет 100(–процентный доверительный интервал для параметра  ( j .

Если же рассмотреть построение доверительной области, допустим, для параметров (j  и ( l  совместно,  то вероятность совместного выполнения неравенств типа (2) не будет равна произведению вероятностей, так как матрица (X TX)-1 в общем случае не диагональна, и компоненты 

 и 

  статистически зависимы.

Тем не менее, удаётся найти доверительную область для всего вектора ( . Вспомним, что по следствию 2 из теоремы 2.6 Q1 /(2 ( (n-k2  и Q2 /(2 ( (k2 статистически независимы ( F = (Q2 /k)/( Q1 /(n - k)) ( Fk, n - k   ( распределение Снедекора  с  k, n - k  степенями  свободы).  Пусть  Fk, n - k, (  ( решение уравнения





     

 = (      ,

где Fk,n-k (z) ( ф.п.в. распределения Снедекора, а 0 < ( < 1 ( заданное число. Тогда неравенство




          F ( Fk , n – k ,(
выполняется с вероятностью ( , а случайный эллипсоид



Q2 = (

 – ( )T XT X (

 – ( )  (  k Q1 / (n - k) Fk , n - k  , (

(3)

является 100(–процентной доверительной областью для вектора параметров  ( .

Общая линейная гипотеза. Задачи, возникающие в нормальной регрессии, не ограничиваются построением интервальных оценок. Нередко есть подозрение, что некоторые коэффициенты регрессии принимают заданные значения (чаще всего нулевые), и нужно проверить это предположение. Скажем, в примере 2 гл.1 (“перепись”) уровень доходов, быть может, не зависит от национальности и веса, и соответствующие параметры (5  и (6  равны 0. Как это проверить ?

Мы видели, что построить совместную доверительную область только для части компонент вектора (  не удаётся. Кроме того, теория и практика показывают, что если рассматривать модель со многими регрессорами, то соответствующие доверительные интервалы чересчур широкие, и на их основе трудно сделать убедительные заключения. Следует поставить задачу в рамках проверки статистических гипотез.

Для начала мы предполагаем, что лишь первые k’ < k параметров отличны от 0, а последние k - k’ равны 0. Тогда можно предложить гипотезу 

   H0’ :        [ 0  : Ik - k’ ] (  = A( =0 , матрица нулей 0  ( R(k - k’) x k’, вектор 0 = (0, ..., 0)T ( Rk - k’

и, как обобщение H0’, рассматривать общую линейную гипотезу H0  :





          A(  = c ,




(4)

где матрица A ( R q x k  и вектор c ( Rq  заданы. Если k ( q , то в общем случае, если rank(A ) = k, решение (  будет определяться из алгебраической задачи (4), а не из оптимизационной задачи НК. Поэтому потребуем q < k  и пусть rank(A ) = q. Итак, имеем задачу минимизации с ограничениями типа равенств


   минимизировать  || y – X (  || 2   при условии   A(  = c , 
    
 (5)

и нужно научиться её решать. Воспользуемся методом множителей Лагранжа.

В (4) задано q линейных ограничений ( строк системы, так что нужно q  множителей Лагранжа ((1, (2, ..., (q)T = (  . Тогда задача (5) может быть сведена к задаче безусловной минимизации лагранжиана



        F( (( ) = || y – X ( || 2  + (A(  – c )T(

             (6)

с учётом связей A(  = c .

Стационарная точка (6) ищется из условия

0 = 

= 2 XT X(  – 2 XT y + AT( ,

что даёт решение

( H = (XT X )-1 XT y – 1/2 (XT X )-1AT( = 

 –  1/2 (XT X )-1AT(.

Осталось определить ( . Для этого подставим ( H  в (4) :

 ( c – A

 ) = – 1/2A(XTX )-1AT( = –1/2 B(   , B ( Rq x q .

Матрица (XT X )-1  разложима по Холесскому : (XTX )–1 = L LT и L  не вырождена, так что по лемме 1.4 rank(A L) = rank(A) = q. Матрица B имеет вид матрицы Грама (AL)(A L)T, поэтому по  лемме 1.2   rank( B ) = rank(A L) = q, т.е. B  не вырождена, и тогда   –1/2 (  = B -1(c – A

 ) и мы, наконец, получили




( H = 

 +   (XT X )-1AT B -1(c – A

 ) .


(7)

Можно показать, что (7) реализует минимум задачи с ограничениями (5). Пусть (  – произвольный вектор, удовлетворяющий условию  A(  = c. Имеем

|| X (

 – ( ) || 2 = (

 – ( )T XT X  (

 – ( ) = ((

 – ( H ) + (( H  – ())T XT X (

 – ( H  + ( H  – () = || X (

 – ( H ) || 2  + || X (( H – ( ) || 2  + 2(

 – ( H ) T XT X (( H – ( ).
Третье слагаемое равно 0, так как XT X (

  –  ( H ) = 1/2 AT(, откуда


2(

 – ( H ) T XT X (( H – ( ) = ( T A(( H – ( ) = ( T  (c – c) = 0. Тогда целевая функция



Q(() = ||(|| 2  = ( T ( = || y – X

|| 2  + || X (

 – ( ) || 2  

в силу формулы (13) гл.1, запишется в виде:



Q(() = || y – X

|| 2  +  || X (

 – ( H ) || 2  + || X (( H – ( ) || 2 .

Минимум по (  достигается, если третье слагаемое равно 0,  т.е. при X (( H – ( ) =  0.  Отсюда следует, что минимум достигается при  (  =  ( H , так как столбцы матрицы X  линейно независимы.                 (
Лемма 2.1. Пусть ( ( Rm,  E{(}  = ( , cov{( , ( } =  ( .  Пусть матрица  S:  S  =   S T ( R m x m  неслучайная.  Тогда  E{( T S (} = (TS ( + tr[S ( ] .

Доказательство. Преобразуем левую часть :

  E{(T S(}= E{(( – ( + ( )TS(( – ( + ( )} = (TS ( + E{( TS(( – ( )}+ E{(( – ( )T S ( }+ E{((  – ( )TS((  – ()} = ( T S ( + E{tr[((  – ( )TS((  – ()]}= ( TS ( + E{tr[S(( – ()(( – ( )T]}= ( TS( + tr[S E{(( – ()(( – ( )T}] = (TS (  + tr[S (].       (
Ранее мы ввели RSS = ||y – X

|| 2 ; пусть RSSHHHHH  = || y – X(H || 2. Ясно, что RSSH ( RSS.
Теорема 2.7. Пусть для 

 выполнены условия 1(6 модели нормальной регрессии и рассматривается ( H – решение (7) задачи (5). Справедливы следующие утверждения :

1.  RSSHHHHH   – RSS HHHH  = (c – A

 )T B -1(c – A

 ) ;
2.  E{ RSSHHHHH   – RSS }=  ( c – A(  )T B -1 ( c – A(  ) + (2q ;
3.  Если верна H0 , то

  F = 

= { (c – A

 )T B -1(c – A

 )} /q

,

(8)

имеет распределение Снедекора  Fq, n - k .

Доказательство. (1) Как мы видели в формуле  (13)  гл.1 ,  по теореме Пифагора для любого вектора ( *  ( Rk
|| y  – X ( * || 2 = || y  –  X 

|| 2 + || X (( * –

)|| 2 .

Положим ( * = ( H . Тогда RSSHHHHH  – RSS HHHH  = || X (( H  – 

)|| 2   =

 = (c – A

)TB -1A(XTX)-1XTX(XTX)-1AT B-1(c – A

) = (c –A

)T B -1B B -1(c – A

) = (c – A

)T B -1 (c – A

) .

(2) Пусть  (  = c – A

 ( Rq, E{( }= c – A(  = (,  cov{(, (} = Acov{

,

} AT =  ( 2A(XTX )-1AT = ( 2B =  ( . Используем лемму 2.1 :

   E{ RSSHHHHH  – RSS }= E{(TB -1( } =  ( TB -1(  + tr[B -1(] = (c – A( )TB -1(c – A( ) 


+  ( 2 tr[B -1B] = ( c – A(  )T B -1 ( c – A(  ) + ( 2q .

(3) Из утверждения (1) следует, что RSSHHHHH   – RSS  ( непрерывная функция 

. Поэтому по теореме 2.6 и следствиям из неё она не зависит от RSS. Если H0 верна, то A

 ( Nq(c, ( 2B ) , так что 
(RSSHHHHH   – RSS )/ ( 2 = (c – A

)T [( 2B] -1(c – A

) ( (2q . 

По теореме 2.5  Q1 /( 2 ( (n - k 2, и эти две с.в. статистически независимы. Поэтому, если H0  верна, то

  F =[ (RSSHHHHH   – RSS )/( 2q ] / [ RSS/( 2( n - k) ] = [(2q /q ] / [(2n - k / (n - k)] ( Fq, n - k .

Это F-отношение может быть использовано для проверки H0 . Интуитивно ясно, что если H0  верна (A(  = c) , то A

 близок  к  c , и F  мало, т.е. критическими являются большие значения F.

Можно обосновать F-критерий из критерия отношения правдоподобия (ОП). Рассмотрим ФП


    L((, (2) = (2( (2) – n/2 exp{– 1/2(2|| y – X (  || 2}.

(9)

Найдём производные ln L  по (  и ( 2 и, приравняв их к 0, получим МП-оценки для   (  и ( 2 :


0 = 

 = ( -2(X T y –  X TX( ) (  

МП =  

. Подставив  

  в (9), будем иметь



     L(

, ( 2) = (2( ( 2) - n/2 exp{– RSS / 2( 2}.


(9’)

Дифференцируя логарифм (9’)  по ( 2, получим


 = – n / 2 ( 2  + RSS / (2 ( 4) = 0  ( 

МП = RSS / n   

(заметьте, что МП-оценка для (2 смещённая). Значение L((, (2) в точке безусловного максимума есть 



     L(

,

МП) = (2(

МП) - n/2 exp{–n / 2 }.


(10)

Максимизация (9) при ограничениях (4) даёт ( H  и ( 2H  = RSSH / n . Значение ФП в точке условного максимума равно


      L(( H, ( 2H ) = (2(( 2H ) - n/2 exp{–n / 2 }.


(10’)

Тогда ОП (10’) к (10) будет равным

(  = L(( H, ( 2H ) / L(

,

МП) = (RSS / RSSH ) n/2 .

Как известно, H0  отвергается, если  ( (1. Рассмотрим ( ​- 2/ n – 1=(RSSH  – RSS)/RSS. Если ( ( 1, то ( - 2/ n   –  1  (  0. Поскольку


F = ( n - k) / q ( (RSSH - RSS ) / RSS = ( n - k) / q ( (( - 2/ n  – 1 ) ,

то критическими для H0  являются большие  значения  F .                             (

В заключение рассмотрим один из самых простых, но и самых важных, часто встречающихся в практике примеров линейной регрессионной модели – линейную одномерную регрессию (Себер, п. 4.1.4).

Пример. Пусть  



     yi  = (0  +  (1 xi  + (i ,   ( i = 1, 2, …n),                          (11)

и выполнены условия   1 - 6  нормальной регрессии. Мы хотим не только оценить параметры (0   и (1,  но и проверить гипотезу H: (1 = 0 (в этом случае никакого систематического тренда не будет, а различия в yi  объясняются лишь случайными ошибками измерений  (i . У нас k = 2, а матрица X = (1n , x ) ( R n x 2, 1n = (1, 1, …, 1) T,   x  = (x1 , x2 , …, xn) T . Вычислим НК-оценки: 

          X TX  =  
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         XT y =  
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 . Подставляя эти выражения в формулу (10) темы "Классическая модель регрессионного анализа"  для НК-оценки, после некоторых упрощений получаем:
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а прогноз в точке xi  равен
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(НК-оценки можно было бы найти и проще, дифференцируя Q(( )  по (0   и (1 ). Проверяемая гипотеза H касается только второго параметра (1, так что в (4)  q = 1, A  =  (0, 1), c = c = 0.  Матрица B  в нашем случае сводится к числу  (X TX ) 2 2  = 
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  , и при подстановке в (8) получим F-отношение в виде:
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Интересно, что в нашем примере RSS  равна:

RSS = (n – 2) 
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Из (16) вытекает, что 
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где 

            r 2  = 
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является квадратом коэффициента корреляции между y и x . Отношение  также является мерой линейности связи между y и x, поскольку, согласно (18),
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так что, чем больше значение r2, тем лучше подобранная прямая соответствует наблюдениям.

Наконец, F-отношение (14) можно выразить через r 2 : из (20) следует, что
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Нетрудно сообразить, что если ( ( St n – 2, то её квадрат  ( 2 ( F1, n – 2 . Таким образом. Для проверки гипотезы H: (1 = 0 наряду с F-статистикой можно использовать T-статистику Стьюдента. Из (21) следует, что она выражается в виде
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Она уже знакома нам по задаче проверки независимости.                           (
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