Алгоритм "марширующих кубов"

Алгоритм «Марширующих кубов», предложенный Лоренсеном, можно разбить на два этапа:

1. разбиение области G пространства R3 на конечное множество ячеек, 

     поиск ячеек пересекаемых искомой поверхностью;

2. аппроксимация поверхности в найденных ячейках.

Две эти подзадачи являются независимыми. Рассмотрим их подробнее.

Первый этап
На этом этапе необходимо  заключается в следующем: 

1. разбить область G на ячейки,

2. выбрать ячейки, которые пересекаются с искомой поверхностью.

После того как область G будет разбита на ячейки, значения функции, задающей поверхность, будут известны только в вершинах этих ячеек. Таким образом, на этом этапе ячейка является главной структурной единицей во всех алгоритмах.

В тех задачах, в которых функция, задающая поверхность задана таблицей на регулярной сетке, проблема разбиения области G на ячейки сразу отпадает, ввиду однозначности ее решения - ячейка должна быть параллелепипедом - для того, чтобы знать значения функции в вершинах ячейки. Если же функция задана явно, то ячейку можно выбрать произвольной формы и размера. Однако следует учесть некоторые проблемы, связанные с аппроксимацией искомой поверхности в ячейке. Если размер ячейки будет очень большим, то возможна большая потеря точности. 
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Рис.2. На схеме квадрат обозначает ячейку, овал - некий изгиб искомой поверхности.

Как видно из рис.2, при большом размере ячейки некоторые части искомой поверхности просто не будут видны. Однако выбирать ячейки очень маленького размера не очень хорошо с точки зрения быстродействия метода. Поэтому размер ячейки надо выбирать не меньше допустимой погрешности построения искомой поверхности. 

Форма ячейки в алгоритме «Марширующих кубов» - параллелепипед. Однако это не единственно возможный вариант. Форма ячейки определяет дальнейшую триангуляцию ячейки. Пусть форма ячейки - многогранник с N вершинами, тогда сопоставим каждой ячейке N-битовый индекс, а каждой вершине - один бит в индексе. Причем, если вершина ячейки находится вне объема ограниченного искомой поверхностью, то значение этого бита <0>, иначе  <1>. Тогда количество разных типов триангуляции будет 2N. Отсюда видно, что использовать в качестве ячейки, например, икосаэдр не оптимально. Многогранник с наименьшим количеством вершин - треугольная пирамида. Именно она используется в качестве ячейки в алгоритмах Канейро,  Скалы.

Итак, допустим, что область G уже разбита на ячейки. Тогда главной проблемой становится поиск ячеек пересекаемых искомой поверхностью. Пусть С - множество ячеек, тогда Cv - множество ячеек,  пересекаемых поверхностью F(P)=v. Тогда можно считать, что поверхность пересекает ячейку, если существуют такие P1 и P2 - вершины ячейки, что
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Это условие выполняется, если справедливо неравенство
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где pi и pj - вершины ячейки.

Таким образом, проблема свелась к следующему: из множества ячеек C выбрать подмножество ячеек Cv, удовлетворяющих условию (**).

Рассмотрим далее проблему аппроксимации поверхности в ячейке. 

Второй этап

Как уже было сказано, пространство разбивается на ячейки, и отбираются только те ячейки, в которых надо производить аппроксимацию. Таким образом, задачей второго этапа является аппроксимация поверхности в одной ячейке. Наиболее оптимальный способ аппроксимации - триангуляция. Посчитаем, сколько способов триангуляции имеет параллелепипед. Пусть имеется 8-битовый индекс. Тогда сопоставим каждой вершине один бит в индексе. Причем, если вершина ячейки находится вне объема ограниченного искомой поверхностью, то значение этого бита <0>, иначе <1>. Тогда количество разных типов триангуляции будет 28=256. Однако из рис.3 видно, что способ триангуляции с индексом (
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) совпадает со способом триангуляции с индексом (
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).
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Рис.3

Итого получается 128 различных способов триангуляции. Однако, используя симметрию и вращение, все 128 способов можно свести к 14:
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Получив способ триангуляции, можно уже аппроксимировать поверхность в ячейке. К этому моменту уже известно количество треугольников, а для каждого треугольника известны ребра ячеек, на которых лежат его вершины. Остается найти точку на ребре ячейки, в которой поверхность ее пересекает. В случае явно заданной функции точку можно с большой точностью найти методами поиска корня, а в случае заданной таблично функции искомая  точка находится с помощью линейной интерполяции двух вершин.
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