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2udk 519.3u^EBNOE POSOBIE POSWQ]ENO IZLOVENI@ OSNOWNYH KONCEPCIJ METODAKONE^NYH \LEMENTOW (mk|). |TOT METOD ZAWOEWAL WSEOB]EE PRIZNANIEKAK WESXMA \FFEKTIWNYJ METOD RE[ENIQ SAMYH RAZNOOBRAZNYH ZADA^MEHANIKI, MATEMATI^ESKOJ FIZIKI I TEHNIKI. w DANNOM POSOBII mk|TRAKTUETSQ KAK SPECIALXNAQ "KUSO^NAQ" REALIZACIQ METODA gALERKINA;BOLEE [IROKIE TRAKTOWKI \TOGO METODA PRIWLEKA@TSQ LI[X DLQ ANALI-ZA KWADRATURNYH SHEM I PRI ISPOLXZOWANII IZOPARAMETRI^ESKOJ TEHNI-KI. wSE OSNOWNYE PONQTIQ SNA^ALA IZLAGA@TSQ NA PRIMERE SME[ANNOJKRAEWOJ ZADA^I DLQ OBYKNOWENNOGO LINEJNOGO SAMOSOPRQVENNOGO DIF-FERENCIALXNOGO URAWNENIQ WTOROGO PORQDKA. iZLOVENY KAK TEHNOLOGI-^ESKIE WOPROSY REALIZACII METODA, TAK I MATEMATI^ESKIE OBOSNOWANIQEGO SHODIMOSTI.dLQ STUDENTOW, ASPIRANTOW, NAU^NYH SOTRUDNIKOW I INVENEROW.
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7pREDISLOWIEkNIGA OSNOWANA NA KURSE LEKCIJ, ^ITAEMYH AWTOROM NA FAKULXTETEWY^ISLITELXNOJ MATEMATIKI I KIBERNETIKImOSKOWSKOGO GOSUDARSTWEN-NOGO UNIWERSITETA IM. m. w. lOMONOSOWA, NA^INAQ S 1978 GODA. zA PRO-[ED[IE DWADCATX PQTX S LI[NIM LET PONIMANIE AWTOROM IZLAGAEMOGOPREDMETA PRETERPELO SU]ESTWENNYE IZMENENIQ I K NASTOQ]EMU WREMENIPRINQLO WID, PREDLAGAEMYJ ^ITATEL@.mETOD KONE^NYH \LEMENTOW (mk|) ZAWOEWAL WSEOB]EE PRIZNANIE KAKWESXMA \FFEKTIWNYJ METOD RE[ENIQ SAMYH RAZNOOBRAZNYH ZADA^ ME-HANIKI, MATEMATI^ESKOJ FIZIKI I TEHNIKI. w DANNOJ KNIGE RASSMAT-RIWAETSQ LI[X OGRANI^ENNAQ TRAKTOWKA mk|; POD mk| PONIMAETSQSPECIALXNAQ { "KUSO^NAQ" { REALIZACIQ METODA gALERKINA, A BOLEE [I-ROKOE PONIMANIE mk| PRIWLEKAETSQ LI[X DLQ ANALIZA KWADRATURNYHSHEM I PRI ISPOLXZOWANII IZOPARAMETRI^ESKOJ TEHNIKI.b�OLX[AQ ^ASTX KNIGI POSWQ]ENA IZLOVENI@ mk| PRIMENITELXNOK SME[ANNOJ KRAEWOJ ZADA^I DLQ LINEJNOGO OBYKNOWENNOGO SAMOSOPRQ-VENNOGO DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ WTOROGO PORQDKA. hOTQ \TI ZA-DA^I I NE QWLQ@TSQ TEM OB_EKTOM, GDE NAIBOLEE POLNO PROQWILISX DOSTO-INSTWA mk| { BEZUSLOWNO, PALXMA PERWENSTWA ZDESX PRINADLEVIT DWU-MERNYM I TREHMERNYM ZADA^AM { ODNAKO DWUHTO^E^NYE KRAEWYE ZADA^IPREDSTAWLQ@T SOBOJ PROSTU@, NO DOSTATO^NO SODERVATELXNU@ MODELX,NA PRIMERE KOTOROJ MOVNO OSWETITX MNOGIE OSNOWNYE ASPEKTY mk|.tESNAQ SWQZX FORMULIROWKI mk| S PRIBLIVENNYM RE[ENIEM ZASTA-WILA NAS PODOJTI K PONQTI@ RE[ENIQ S B�OLX[IM WNIMANIEM, ^EM \TOBYLO BY NEOBHODIMO PRI IZLOVENII METODA KONE^NYH RAZNOSTEJ. rAS-SMOTRENY LINEJNYE I POLINOMIALXNYE KONE^NYE \LEMENTY, LAGRANVE-WY I \RMITOWY, mk| DLQ ODNOGO URAWNENIQ I SISTEM.dWUMERNYE ZADA^I W OSNOWNOM TEKSTE PREDSTAWLENY TOLXKO URAWNE-NIEM pUASSONA. dLQ NEGO NARQDU S PROSTEJ[IMI LINEJNYMI TREUGOLX-NYMI \LEMENTAMI RASSMOTRENY POLINOMIALXNYE TREUGOLXNYE I BIPO-LINOMIALXNYE PRQMOUGOLXNYE. iSSLEDOWANIE SHODIMOSTI mk| DLQ OD-NOMERNOGO SLU^AQ PROWEDENO S BOLX[OJ PODROBNOSTX@ I W RAZLI^NYHNORMAH, ZATO DWUMERNYJ SLU^AJ RASSMOTREN LI[X SHEMATI^NO. nA-DE@SX, ^TO TO WNIMANIE, KOTOROE UDELENO TEHNOLOGI^ESKIM ASPEKTAM



8mk|, POZWOLIT EE ^ITATELQM RE[ATX PRI POMO]I mk| SU]ESTWENNOBOLEE SLOVNYE ZADA^I, ^EM IZLOVENNYE W KNIGE.pERWOE IZDANIE DANNOGO U^EBNOGO POSOBIQ WY[LO W 1997 GODU WESXMAOGRANI^ENNYM TIRAVOM (150 \KZ.) I W PRODAVU NE POSTUPALO. w NASTO-Q]EM IZDANII ISPRAWLENY OBNARUVENNYE O[IBKI, WNESENY NEBOLX[IEIZMENENIQ W IMEW[IJSQ TEKST, DOBAWLENY TRI NOWYH LEKCII I NEMNOGOPOPOLNEN SPISOK LITERATURY.aWTOR PRINOSIT ISKRENN@@ BLAGODARNOSTX i.g.bELUHINOJ ZA EE TRUDPO OFORMLENI@ KNIGI. w.b.aNDREEW



9lEKCIQ 1dwa opredeleniq re{eniq1. wWEDENIEtAK UV USTROENA PRIRODA, ^TO BOLX[OE ^ISLO QWLENIJ W RAZLI^NYHOBLASTQH ESTESTWOZNANIQ, TAKIH KAK FIZIKA, HIMIQ, BIOLOGIQ, \KOLOGIQ,INVENERNOE DELO I DR. DOSTATO^NO POLNO MOVET BYTX OPISANO LI[X SPRIWLE^ENIEM DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ. oBLASTI, GDE TOLXKO TA-KOE OPISANIE I WOZMOVNO, POSTOQNNO RAS[IRQ@TSQ. oDNAKO, NAHOVDENIERE[ENIJ KRAEWYH ZADA^ DLQ DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ, K KOTORYMIZU^AEMYE QWLENIQ SWODQTSQ, OKAZYWAETSQ DALEKO NE PROSTYM DELOM.tO^NYE RE[ENIQ, OBY^NO W WIDE RQDA ILI INTEGRALA, UDAETSQ NAJTITOLXKO DLQ O^ENX UZKOGO KLASSA ZADA^. kAK PRAWILO, \TO ZADA^I DLQDOWOLXNO PROSTYH URAWNENIJ, ZADAWAEMYH (^TO BOLEE SU]ESTWENNO) WOBLASTQH PROSTOJ GEOMETRI^ESKOJ FORMY. sREDI METODOW, KOTORYE POZ-WOLQ@T NAJTI TAKIE RE[ENIQ, OTMETIM METOD RAZDELENIQ PEREMENNYH,METOD INTEGRALXNYH PREOBRAZOWANIJ, METOD FUNKCII gRINA. bYLI PO-TRA^ENY ZNA^ITELXNYE USILIQ NA PODHODQ]U@ MODIFIKACI@ PODOBNYHMETODOW I NA SOZDANIE NOWYH METODOW, KOTORYE DAWALI BY RE[ENIE WZAMKNUTOJ FORME DLQ BOLEE [IROKOGO KLASSA ZADA^. oDNAKO WSE \TIUSILIQ NE SMOGLI OBESPE^ITX ZAPROSOW PRAKTIKI W RE[ENII WSE BOLEESLOVNYH ZADA^, ^TO W KONE^NOM S^ETE PRIWELO K NEOBHODIMOSTI RAZRA-BOTKI PRIBLIVENNYH METODOW.sEGODNQ SREDI PRIBLIVENNYH METODOW RE[ENIQ KRAEWYH ZADA^ DLQDIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ SAMYMI RASPROSTRANENNYMI QWLQ@TSQSETO^NYE METODY. pRI^INOJ TOMU SLUVIT IH BOLX[AQ UNIWERSALXNOSTXI OTNOSITELXNAQ PROSTOTA REALIZACII. pRIMENITELXNO K DIFFERENCI-ALXNYM URAWNENIQM TERMIN "SETO^NYE METODY" ^ASTO ISPOLXZUETSQ WKA^ESTWE SINONIMA TERMINOW "METOD KONE^NYH RAZNOSTEJ" I "RAZNOST-NYE METODY", ODNAKO NAM PREDSTAWLQETSQ WPOLNE OPRAWDANNOJ BOLEE [I-ROKAQ TRAKTOWKA \TOGO PONQTIQ, WKL@^A@]AQ W NEGO I METOD KONE^NYH\LEMENTOW (mk|).mETOD KONE^NYH \LEMENTOW ZAWOEWAL WSEOB]EE PRIZNANIE KAK WESX-MA \FFEKTIWNYJ METOD RE[ENIQ SAMYH RAZNOOBRAZNYH ZADA^ MEHANIKI,



10MATEMATI^ESKOJ FIZIKI I TEHNIKI. tAKAQ POPULQRNOSTX METODA OB_QS-NQETSQ CELYM RQDOM PRI^IN, SREDI KOTORYH NA PERWOE MESTO DOLVNYBYTX POSTAWLENY EGO BOLX[AQ UNIWERSALXNOSTX, OB]AQ DLQ WSEH SETO^-NYH METODOW, PROSTOTA FIZI^ESKOJ INTERPRETACII I ALGORITMI^NOSTX.oDNAKO MY NE RAZDELQEM ^ASTO WYSKAZYWAEMOE MNENIE O TOM, ^TO SHEMYmk| LU^[E RAZNOSTNYH SHEM. nE RAZDELQEM MY I PROTIWOPOLOVNU@TO^KU ZRENIQ. nE PREDSTAWLQET BOLX[OGO TRUDA DOKAZATX, ^TO HORO[AQRAZNOSTNAQ SHEMA LU^[E PLOHOJ SHEMYmk|, A HORO[AQ SHEMAmk| LU^-[E PLOHOJ RAZNOSTNOJ SHEMY. nO WEDX CELESOOBRAZNO PROWODITX SRAWNE-NIE LI[X W SOPOSTAWIMYH SITUACIQH, A \TO TREBUET BOLX[EJ KWALIFI-KACII. wIDIMO, RAZLI^NYE PODHODY DOLVNY RAZUMNO DOPOLNQTX DRUGDRUGA. i, TEM NE MENEE, MY DOLVNY OTMETITX, ^TO, ESLI DLQ POSTROE-NIQ TRADICIONNO ISPOLXZUEMYMI METODAMI HORO[EJ RAZNOSTNOJ SHEMYTREBUETSQ SRAWNITELXNO WYSOKAQ KWALIFIKACIQ ISSLEDOWATELQ, TO, ZA-^ASTU@, DLQ POSTROENIQ SHEMY mk| ANALOGI^NOGO KA^ESTWA DOSTATO^NOWYPOLNITX POSLEDOWATELXNOSTX WPOLNE FORMALXNYH PROCEDUR.tAK ^TO VE PREDSTAWLQET SOBOJ mk|? eSLI NE POBOQTXSQ OBRU[ITXNA SWO@ GOLOWU SWQ]ENNYJ GNEW RYCAREJ mk|, TO O^ENX GRUBO I NETO^-NO MOVNO BYLO BY SKAZATX, ^TO mk|| \TO HORO[IJ SPOSOB POSTROENIQHORO[IH RAZNOSTNYH SHEM. oDNAKO LU^[E BYLO BY SKAZATX, ^TO mk|| \TO SPOSOB POSTROENIQ DISKRETNYH MODELEJ KONTINUALXNOJ SREDY,OPISYWAEMOJ KRAEWYMI ZADA^AMI DLQ DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ,SOHRANQ@]IJ WAVNEJ[IE SWOJSTWA POSLEDNEJ. nO I \TO OPREDELENIE NEOTRAVAET POLNOSTX@ SU]ESTWA DELA. eSLI SMOTRETX [IRE, TO mk| |\TO TEHNOLOGIQ RE[ENIQ KRAEWYH ZADA^ DLQ DIFFERENCIALXNYH URAW-NENIJ NA |wm.nAPRA[IWAETSQ SLEDU@]AQ PARALLELX MEVDU \WOL@CIEJ PONQTIJ RE-[ENIQ I RAZNOSTNOJ SHEMY. nA PERWYH \TAPAH ISSLEDOWANIQ DIFFEREN-CIALXNYH URAWNENIJ POD RE[ENIEM PONIMALASX FUNKCIQ, ZADAWAEMAQANALITI^ESKI, I, TEM SAMYM, PODDA@]AQSQ POLNOMU ANALIZU. pO MEREUSLOVNENIQ URAWNENIJ I ZADA^ DLQ NIH PRAWA GRAVDANSTWA OBRELI RE-[ENIQ, ZADAWAEMYE RQDAMI ILI INTEGRALAMI. i, NAKONEC, W NASTOQ]EEWREMQ POD RE[ENIEM ^A]E WSEGO PONIMA@T ^ISLENNOE RE[ENIE. ~TO-BY PROANALIZIROWATX KAKOE-LIBO QWLENIE, TEPERX UVE NUVNO PROWESTISERI@ RAS^ETOW PRI RAZLI^NYH ZNA^ENIQH WHODQ]IH W URAWNENIQ I GRA-NI^NYE USLOWIQ PARAMETROW. s DRUGOJ STORONY, S MOMENTA ZAROVDENIQPONQTIQ RAZNOSTNOJ SHEMY I DO NEDAWNEGO WREMENI ISPOLXZUEMAQ W RAS-^ETAH RAZNOSTNAQ SHEMA DOLVNA BYLA BYTX WYPISANA W QWNOM WIDE. |TO



11BYLO NEOBHODIMO NE TOLXKO DLQ TOGO,^TOBY IMETX WOZMOVNOSTX PROWO-DITX NEPOSREDSTWENNYE WY^ISLENIQ ILI PROGRAMMIROWATX NA |wm, NOI ^TOBY OCENITX TAKIE KA^ESTWA SHEMY KAK SIMMETRIQ, APPROKSIMACIQ,USTOJ^IWOSTX, SHODIMOSTX I DR. lI[X S RAZWITIEM TEHNOLOGII mk| OT\TOGO TREBOWANIQ UDALOSX OTKAZATXSQ I DOWOLXSTWOWATXSQ ALGORITMOMPOSTROENIQ SISTEMY ALGEBRAI^ESKIH URAWNENIJ, WMESTO QWNOGO IH WIDA.pRI \TOM OSNOWNYE SWOJSTWA SHEMY OKAZYWA@TSQ NE ZAWISQ]IMI OT EEQWNOGO WIDA.mY POSTOQNNO POD^ERKIWAEM BLIZOSTX METODA KONE^NYH RAZNOSTEJ Imk|, ODNAKO IMEETSQ PRINCIPIALXNOE RAZLI^IE MEVDU \TIMI METODA-MI W PODHODE K PRIBLIVENNOMU RE[ENI@ | W PERWOM IZ NIH APPROK-SIMIRUETSQ URAWNENIE I GRANI^NYE USLOWIQ, A WO WTOROM | SAMO ISKO-MOE RE[ENIE. tAKAQ TESNAQ SWQZX FORMULIROWKI mk| S PRIBLIVENNYMRE[ENIEM OBQZYWAET NAS PODOJTI K PONQTI@ RE[ENIQ S B�OLX[IM WNI-MANIEM, ^EM \TO BYLO BY NEOBHODIMO PRI IZLOVENII METODA KONE^NYHRAZNOSTEJ. 2. dWUHTO^E^NAQ KRAEWAQ ZADA^AkRAEWYE ZADA^I DLQ OBYKNOWENNYH DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ NEQWLQ@TSQ TEM OB_EKTOM, GDE NAIBOLEE POLNO PROQWILISX DOSTOINSTWA ME-TODA KONE^NYH \LEMENTOW | BEZUSLOWNO, PALXMA PERWENSTWA ZDESX PRI-NADLEVIT DWUMERNYM I TREHMERNYM ZADA^AM. oDNAKO DWUHTO^E^NYEKRAEWYE ZADA^I PREDSTAWLQ@T SOBOJ PROSTU@, NO DOSTATO^NO SODERVA-TELXNU@ MODELX, NA PRIMERE KOTOROJ MOVNO OSWETITX MNOGIE OSNOWNYEASPEKTY METODA KONE^NYH \LEMENTOW.rASSMOTRIM ZADA^U O NAHOVDENII FUNKCII u � u(x); 0 6 x 6 1, KO-TORAQ UDOWLETWORQET DIFFERENCIALXNOMU URAWNENI@ WTOROGO PORQDKALu � � ddx (p(x)dudx ) + q(x)u = f(x); 0 < x < 1 (1)I SLEDU@]IM GRANI^NYM USLOWIQM:u(0) = u(1) = 0: (2)gRANI^NYE USLOWIQ (2) NAZYWA@TSQ ODNORODNYMI GRANI^NYMI USLOWIQ-MI PERWOGO RODA. bUDEM PREDPOLAGATX, ^TO DLQ KO\FFICIENTOW p(x) Iq(x) URAWNENIQ (1) WYPOLNENY USLOWIQp(x) > c0 = const > 0; q(x) > 0: (3)



12uRAWNENIEM (1) OPISYWAETSQ CELYJ RQD USTANOWIW[IHSQ FIZI^ESKIHPROCESSOW, ZAWISIMOSTX KOTORYH OT DWUH DRUGIH PROSTRANSTWENNYH PE-REMENNYH LIBO NESU]ESTWENNA, LIBO WOWSE OTSUTSTWUET. eSLI WWESTI WRASSMOTRENIE WELI^INU w(x) � �p(x)dudx ; (4)NAZYWAEMU@ POTOKOM, TO URAWNENIE (1) MOVNO RASSMATRIWATX KAK WY-RAVENNYJ W DIFFERENCIALXNOJ FORME ZAKON SOHRANENIQ \TOJ WELI^INY,A (4) TOGDA ESTX MATEMATI^ESKOE WYRAVENIE TOGO KONKRETNOGO FIZI^ES-KOGO ZAKONA, KOTORYJ LEVIT W OSNOWE OPISYWAEMOGO PROCESSA.3. kLASSI^ESKOE RE[ENIEpUSTX I = fxj 0 6 x 6 1g | ZAMKNUTYJ OTREZOK, A I = fxj 0 < x < 1g| EGO WNUTRENNQQ ^ASTX. oBOZNA^IM ^EREZ Cm(I); m = 0; 1; : : : MNO-VESTWO FUNKCIJ, ZADANNYH NA I I IME@]IH TAM NEPRERYWNYE PROIZ-WODNYE DO PORQDKA m.o P R E D E L E N I E 1. rE[ENIEM (KLASSI^ESKIM) ZADA^I (1),(2) NAZYWAETSQ TAKAQ NEPRERYWNAQ NA ZAMKNUTOM OTREZKE I I DWAVDYNEPRERYWNO-DIFFERENCIRUEMAQ NA OTKRYTOM OTREZKE I FUNKCIQ u(x)(u(x) 2 C2(I)TC(I)), KOTORAQ UDOWLETWORQET GRANI^NYM USLOWIQM (2)I W KAVDOJ TO^KE x 2 I OBRA]AET URAWNENIE (1) W TOVDESTWO.pUSTX p(x) 2 C1(I); q(x) 2 C(I); f(x) 2 C(I): (5)hORO[O IZWESTNO, ^TO IMEET MESTOt E O R E M A 1. eSLI WYPOLNENY USLOWIQ (3), (5), TO RE[ENIE ZADA^I(1), (2) SU]ESTWUET I EDINSTWENNO.uSLOWIQ (3), WOOB]E GOWORQ, SU]ESTWENNO OSLABITX NELXZQ. eSLI, NA-PRIMER, RAZRE[ITX KO\FFICIENTU p(x) OBRA]ATXSQ W NULX, TO RE[ENIQZADA^I (1), (2) MOVET NE SU]ESTWOWATX.p R I M E R 1. pUSTX, NAPRIMER,p(x) � x; q(x) � 0; f(x) � 1: (6)



13tOGDA OB]IM RE[ENIEM URAWNENIQ (1) BUDET FUNKCIQ u = c1+c2 ln x�x.~TOBY UDOWLETWORITX GRANI^NOMU USLOWI@ (2) PRI x = 1 NUVNO POLO-VITX c1 = 1, A ^TOBY WYPOLNQLOSX GRANI^NOE USLOWIE PRI x = 0, NEOB-HODIMY RAWENSTWA c1 = c2 = 0. pOLU^ENNAQ SISTEMA LINEJNYH ALGEBRA-I^ESKIH URAWNENIJ OTNOSITELXNO c1 I c2 PEREOPREDELENA, NESOWMESTNA,I, SLEDOWATELXNO, ZADA^A (1), (2), (6) RE[ENIQ NE IMEET.eSLI VE OTKAZATXSQ OT WTOROGO IZ USLOWIJ (3), TO POQWQTSQ SLU^AI,KOGDA RE[ENIQ ZADA^I (1), (2) LIBO NE SU]ESTWUET, LIBO SU]ESTWUET, NONE EDINSTWENNO.p R I M E R 2. eSLI KO\FFICIENTY URAWNENIQ (1) ZADA@TSQ SOOTNO-[ENIQMI p(x) � 1; q(x) � f(x) = ��2; (7)TO OB]IM RE[ENIEM RASSMATRIWAEMOGO DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQBUDET FUNKCIQ u(x) = c1 sin�x + c2 cos�x + 1, KOTORAQ NI PRI KAKIHZNA^ENIQH c1 I c2 NE UDOWLETWORQET GRANI^NYM USLOWIQM (2) I ZADA^A(1), (2), (7) RE[ENIQ NE IMEET.p R I M E R 3. eSLIp(x) � 1; q(x) � ��2; f(x) � 2� cos�x;TO FUNKCIQ u(x) = (c1 � x) sin�x BUDET RE[ENIEM ZADA^I (1), (2) PRIL@BOM c1 = const, T.E. RE[ENIE NEEDINSTWENNO.oBRATIMSQ K USLOWIQM (5). ~TO BUDET, ESLI, NAPRIMER, f(x)2C(I)?tAKOE PREDPOLOVENIE QWLQETSQ WPOLNE REALXNYM. eSLI PRINQTX, NA-PRIMER, TEPLOWU@ INTERPRETACI@ URAWNENIQ (1), TO f(x) PREDSTAWLQETSOBOJ PLOTNOSTX RASPREDELENNYH TEPLOWYH ISTO^NIKOW, KOTORYE WPOL-NE MOGUT BYTX RAWNOMERNO RASPREDELENY NA ODNOJ ^ASTI I I POLNOSTX@OTSUTSTWOWATX NA DRUGOJ. qSNO, ^TO W SMYSLE OPREDELENIQ 1 ZADA^A (1),(2) RE[ENIQ IMETX NE BUDET. i DELO NE TOLXKO W TOM, ^TO URAWNENIE(1) TERQET SMYSL W TO^KE RAZRYWA FUNKCII f(x). w RASSMATRIWAEMOMSLU^AE NE SU]ESTWUET FUNKCII, KOTORAQ UDOWLETWORQLA BY URAWNENI@(1) NA U^ASTKAH NEPRERYWNOSTI f(x) I W TO VE WREMQ PRINADLEVALAPROSTRANSTWU C2(I).p R I M E R 4. eSLI, NAPRIMER,p(x) � 1; q(x) � 0; f(x) = � f1 = const; 0 < x < � < 1;f2 = const; � < x < 1; (8)



14TO MNOVESTWO FUNKCIJ, UDOWLETWORQ@]IH NA (0; �) I NA (�; 1) URAWNENI@(1), (8) I GRANI^NYM USLOWIQM (2), PREDSTAWLQET SOBOJ DWUHPARAMETRI-^ESKOE SEMEJSTWO, ZADAWAEMOE SOOTNO[ENIEMu(x) = � c1x � f1x2=2; 0 6 x < �;c2(1� x) + f2x(1� x)=2; � < x 6 1: (9)dLQ TOGO ^TOBY \TA FUNKCIQ PRINADLEVALA C2(I), NEOBHODIMO, ^TOBYONA PO KRAJNEJ MERE BYLA NEPRERYWNOJ W TO^KE � I IMELA W \TOJ TO^KENEPRERYWNU@ PROIZWODNU@. wYBIRAQ PARAMETRY c1 I c2 W (9) S U^ETOMUKAZANNYH TREBOWANIJ, NAHODIM, ^TO EDINSTWENNOJ DIFFERENCIRUEMOJ(ODIN RAZ) NA I FUNKCIEJ SEMEJSTWA (9) QWLQETSQ FUNKCIQu(x) = 12� x[f2 � f1x+ �(2� �)(f1 � f2)]; 0 6 x 6 �;(1� x)[f2x+ �2(f1 � f2)]; � 6 x 6 1; (10)KOTORAQ, O^EWIDNO, PRI f1 6= f2 NE PRINADLEVIT C2(I). zADA^A (1), (8),(2) RE[ENIQ W SMYSLE OPREDELENIQ 1 NE IMEET.dLQ TOGO ^TOBY PRIDATX SMYSL \TOJ ZADA^E I PRI f(x)2C(I), NEOB-HODIMO RAS[IRITX PONQTIE RE[ENIQ W DWUH NAPRAWLENIQH:| OTKAZATXSQ OT TREBOWANIQ, ^TOBY RE[ENIE NEPREMENNO PRINADLE-VALO C2(�I),| OTKAZATXSQ OT TREBOWANIQ UDOWLETWORENIQ URAWNENIQ W KAVDOJTO^KE x.oDNAKO DELATX \TO NUVNO DOSTATO^NO OSTOROVNO, ^TOBY NE NARU[ITXEDINSTWENNOSTX I ^TOBY RE[ENIE W SMYSLE OPREDELENIQ 1 OSTAWALOSX POWOZMOVNOSTI (SM. ZAME^ANIE 4) RE[ENIEM I W BOLEE [IROKOM SMYSLE.4. oBOB]ENNYE FUNKCII I OBOB]ENNYE PROIZWODNYE~TOBY DATX VELAEMOE RAS[IRENIE PONQTIQ RE[ENIQ, NAM NEOBHODIMOWWESTI W RASSMOTRENIE SU]ESTWENNO NOWOE PONQTIE| PONQTIE OBOB]EN-NOJ PROIZWODNOJ. sDELAEM MY \TO ODNOWREMENNO S WWEDENIEM PONQTIQOBOB]ENNOJ FUNKCII. dLQ PROSTOTY BUDEM RASSMATRIWATX FUNKCII,ZADANNYE NA WSEJ OSI Ox. oBOZNA^IM ^EREZ D SOWOKUPNOSTX WSEH FUNK-CIJ '(x), KOTORYE BESKONE^NO DIFFERENCIRUEMY NA OSI Ox I FINITNY.pOSLEDNEE OZNA^AET, ^TO KAVDAQ FUNKCIQ '(x) 2 D TOVDESTWENNO RAWNANUL@ WNE NEKOTOROGO OTREZKA: '(x) � 0, ESLI x2(a; b); ^ISLA A I b |



15SWOI DLQ KAVDOJ FUNKCII '(x). eSLI '(x) 6= 0 PRI x 2 (a; b), TO ZAMY-KANIE UKAZANNOGO OTREZKA (a; b) = [a; b] NAZYWAETSQ NOSITELEM FUNKCII'(x) I OBOZNA^AETSQ KAK supp'(x).pRIMERAMI FUNKCIJ IZ D MOGUT SLUVITX: FUNKCIQ "[APO^KA"!(x) = 8<: e� 11 � x2 ; jxj < 1;0; jxj > 1;EE PROIZWODNYE I SDWIGI, IH PROIZWEDENIQ S DRUGIMI BESKONE^NO DIF-FERENCIRUEMYMI FUNKCIQMI IZ C1 I IH LINEJNYE KOMBINACII.bUDEM NAZYWATX FUNKCII IZ D OSNOWNYMI.oBOB]ENNOJ FUNKCIEJ f (NAD PROSTRANSTWOM D) NAZYWAETSQ WSQKIJLINEJNYJ NEPRERYWNYJ FUNKCIONAL, OPREDELENNYJ NA MNOVESTWE OSNOW-NYH FUNKCIJ D.zNA^ENIE FUNKCIONALA (OBOB]ENNOJ FUNKCII) f NA OSNOWNOJ FUNK-CII ' BUDEM ZAPISYWATX W WIDE (f; ').pROSTEJ[IM PRIMEROM OBOB]ENNOJ FUNKCII QWLQETSQ FUNKCIONAL,POROVDENNYJ LOKALXNO SUMMIRUEMOJ NA Ox FUNKCIEJ�) f(x):(f; ') = Z 1�1 f(x)'(x)dx: (11)oBOB]ENNYE FUNKCII, OPREDELQEMYE LOKALXNO SUMMIRUEMYMI NA OxFUNKCIQMI PRI POMO]I SOOTNO[ENIQ (11), NAZYWA@TSQ REGULQRNYMI OB-OB]ENNYMI FUNKCIQMI. iMENNO S NIMI MY I BUDEM IMETX DELO. oSTALX-NYE OBOB]ENNYE FUNKCII NAZYWA@TSQ SINGULQRNYMI.pRIMER SINGULQRNOJ OBOB]ENNOJ FUNKCII DAET DELXTA-FUNKCIQ dI-RAKA: (�; ') = '(0): (12)pUSTX f(x) 2 C1(�1;1), a '(x) | OSNOWNAQ FUNKCIQ, T.E. ' 2 D.tOGDA SPRAWEDLIWA FORMULA INTEGRIROWANIQ PO ^ASTQM(f 0; ') = Z 1�1 f 0(x)'(x)dx = � Z 1�1 f(x)'0(x)dx = �(f; '0):�)fUNKCIQ f(x) NAZYWAETSQ LOKALXNO SUMMIRUEMOJ NA �1 < x <1, ESLI INTEG-RAL lEBEGA OT EE MODULQ PO L@BOMU KONE^NOMU OTREZKU OGRANI^EN.



16|TO RAWENSTWO I PRINIMAETSQ ZA OPREDELENIE OBOB]ENNOJ PROIZWODNOJOBOB]ENNOJ FUNKCII: ESLI f | OBOB]ENNAQ FUNKCIQ, TO DRUGAQ OBOB-]ENNAQ FUNKCIQ, OBOZNA^AEMAQ f 0 I OPREDELQEMAQ SOOTNO[ENIEM(f 0; ') = �(f; '0); (13)NAZYWAETSQ EE OBOB]ENNOJ PROIZWODNOJ. wSE OBOB]ENNYE FUNKCII QW-LQ@TSQ BESKONE^NO DIFFERENCIRUEMYMI (W OBOB]ENNOM SMYSLE).pOKAVEM, NAPRIMER, KAK DIFFERENCIRUETSQ RAZRYWNAQ FUNKCIQ.pUSTX �(x) | FUNKCIQ hEWISAJDA, ILI "STUPENXKA", T.E.�(x) = � 0; �1 < x < 0;1; 0 < x <1: (14)fUNKCIQ �(x) LOKALXNO SUMMIRUEMA, I OPREDELQEMAQ E@ OBOB]ENNAQFUNKCIQ ESTX (�; ') = Z 10 'dx:nAJDEM PROIZWODNU@ \TOJ OBOB]ENNOJ FUNKCII. w SILU (13) I (12)(�0; ') = �(�; '0) = � Z 10 '0(x)dx = '(0) = (�; '):mY POKAZALI, ^TO PROIZWODNOJ "EDINI^NOJ STUPENXKI" QWLQETSQ DELXTA-FUNKCIQ dIRAKA.nAJDEM WTORU@ PROIZWODNU@(�00; ') = �(�0; '0) = (�; '00) = Z 10 '00(x)dx = �'0(0) = �(�; '0) = (�0; '):bUDEM GOWORITX, ^TO FUNKCIQ v(x) PRINADLEVIT PROSTRANSTWU sO-BOLEWA Hm(I) � Wm2 (I); m = 0; 1; : : : ;ESLI kvkm;I � kvkm � �Z 10 (v2 + v02 + :::+ v(m)2)dx�1=2 <1; (15)



17GDE v(k) | OBOB]ENNAQ PROIZWODNAQ k-GO PORQDKA.o^EWIDNO, ^TO PROSTRANSTWO sOBOLEWA H0(I) ESTX NE ^TO INOE KAKHORO[O IZWESTNOE PROSTRANSTWO L2(I).wWEDEM TAKVE W RASSMOTRENIE PODPROSTRANSTWOHm0 (I) PROSTRANSTWAHm(I), POLAGAQHm0 (I) == fv(x) 2 Hm(I)jv(0) = ::: = v(m�1)(0) = v(1) = ::: = v(m�1)(1) = 0g:(16)z A M E ^ A N I E 1. tAK VE KAK PROSTRANSTWO L2(I) QWLQETSQ POPOLNE-NIEM PO NORME kvk0 = (R 10 v2dx)1=2 PROSTRANSTWA NEPRERYWNYH FUNKCIJs(�I) (I DAVE PROSTRANSTWA BESKONE^NO DIFFERENCIRUEMYH FINITNYHNA I FUNKCIJ) PROSTRANSTWO sOBOLEWA Hm(I) QWLQETSQ POPOLNENIEMPROSTRANSTWA NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMYH FUNKCIJ Cm(�I) PO NORME(15). pRI \TOM POPOLNENIEM PO UKAZANNOJ NORME PROSTRANSTWA BESKO-NE^NO DIFFERENCIRUEMYH FINITNYH NA I FUNKCIJ BUDET PROSTRANSTWOHm0 (I). 5. rE[ENIE PO^TI WS@DUoBOZNA^IM ^EREZ C10 (I) PROSTRANSTWO FINITNYH BESKONE^NO DIFFE-RENCIRUEMYH FUNKCIJ, NOSITELX KOTORYH PRINADLEVIT I.o P R E D E L E N I E 2. fUNKCIQ u(x) 2 H2(I)TH10 (I) NAZYWAETSQRE[ENIEM (PO^TI WS@DU) ZADA^I (1), (2), ESLI(Lu� f; v) � Z 10 (Lu � f)vdx = 0 8v 2 C10 (I): (17)z A M E ^ A N I E 2. tREBOWANIE PRINADLEVNOSTI u(x) PROSTRANSTWUH10 (I) PONADOBILOSX ISKL@^ITELXNO DLQ TOGO, ^TOBY SPECIALXNO NE OGO-WARIWATX WYPOLNENIE DLQ u(x) GRANI^NYH USLOWIJ (2), IBO DLQ KAVDOJFUNKCII IZ H10 (I) ONI WYPOLNENY.t E O R E M A 2. eSLI f(x) 2 L2(I), q(x) OGRANI^ENA NA I, A p(x) IMEETOGRANI^ENNU@ PROIZWODNU@, TO PRI WYPOLNENII USLOWIJ (3) RE[ENIE(PO^TI WS@DU) ZADA^I (1), (2) SU]ESTWUET I EDINSTWENNO.



18o^EWIDNO, ^TO ESLI FUNKCIQ u(x) ESTX RE[ENIE ZADA^I (1), (2) W SMYS-LE OPREDELENIQ 1 I PRINADLEVIT H2(I), TO ONA BUDET RE[ENIEM \TOJZADA^I I W SMYSLE OPREDELENIQ 2.nE SLEDUET DUMATX, ^TO RE[ENIE ZADA^I (1), (2) W SMYSLE OPREDELENIQ2 MOVET NE UDOWLETWORQTX URAWNENI@ (1) NA DOSTATO^NO BOLX[OM MNO-VESTWE, NAPRIMER, NA CELOM OTREZKE HOTQ I SKOLX UGODNO MALOJ DLINY.eSLI u(x) ESTX RE[ENIE W SMYSLE OPREDELENIQ 2, TO Lu� f MOVET BYTXOTLI^NO OT NULQ ILI BYTX NEOPREDELENNYM LI[X NA MNOVESTWE MERYNULX, T.E. (Lu � f) = 0 PO^TI WS@DU NA I.z A M E ^ A N I E 3. mOVET SLOVITXSQ WPE^ATLENIE, ^TO W OPRE-DELENII 2 MY OTKAZYWAEMSQ OT TREBOWANIQ NEPRERYWNOSTI NE TOLXKOWTORYH PROIZWODNYH RE[ENIQ, NO I PERWYH (SM. OPREDELENIE PROSTRAN-STWA H2(I)). nA SAMOM DELE \TO NE TAK. w SILU TEOREMY WLOVENIQsOBOLEWA H2(I) � C1(�I), T.E. WSQKAQ FUNKCIQ IZ H2(I) NEPRERYWNODIFFERENCIRUEMA, A, SLEDOWATELXNO, I NEPRERYWNA.pRINIMAQ WO WNIMANIE \TO ZAME^ANIE I WNOWX OBRA]AQSX K ZADA^E(1), (8), (2) NAHODIM, ^TO FUNKCIQ (10) QWLQETSQ EE RE[ENIEM W SMYSLEOPREDELENIQ 2. eSLI VE W (10) f1 = f2, T.E. f(x) 2 C(I), TO RE[ENIE WSMYSLE OPREDELENIQ 2 SOWPADAET S RE[ENIEM W SMYSLE OPREDELENIQ 1.z A M E ^ A N I E 4. nE WSQKOE KLASSI^ESKOE RE[ENIE QWLQETSQ RE[E-NIEM PO^TI WS@DU. nAPRIMER, KLASSI^ESKIM RE[ENIEM ZADA^I (1), (2)PRI p(x) � 1, q(x) � 0 I f(x) = x��, � < 2 QWLQETSQ FUNKCIQu(x) = [(� + 1)(� + 2)]�1 (x2�� � x) 2 C2(I)\C(�I);KOTORAQ PRINADLEVIT H2(I) TOLXKO PRI � < 1=2.6. uPRAVNENIQ1. dLQ URAWNENIQ (1) POSTAWITX NEODNORODNYE GRANI^NYE USLOWIQPERWOGO RODA I W PREDPOLOVENIQH TEOREMY 1 DOKAZATX SU]ESTWOWANIE IEDINSTWENNOSTX KLASSI^ESKOGO RE[ENIQ.2. dLQ URAWNENIQ (1) POSTAWITX DRUGIE GRANI^NYE USLOWIQ (NE PER-WOGO RODA) I DATX OPREDELENIE KLASSI^ESKOGO RE[ENIQ.3. dATX OB_QSNENIE PRIMEROW 2 I 3.4. pUSTX � 2 (0; 1); I1 = (0; �); I2 = (�; 1) . nAZOWEM RE[ENIEM ZA-DA^I (1), (2) TAKU@ FUNKCI@ u(x) 2 C2(I1S I2)TC1(I)TC(�I), KOTORAQUDOWLETWORQET GRANI^NYM USLOWIQM (2) I W KAVDOJ TO^KE x 2 I1S I2



19OBRA]AET URAWNENIE (1) W TOVDESTWO. dOKAZATX, ^TO PRI WYPOLNENIIUSLOWIJ (5) u 2 C2(I) I SOWPADAET S KLASSI^ESKIM RE[ENIEM W SMYSLEOPREDELENIQ 1.5. dATX OPREDELENIE KLASSI^ESKOGO RE[ENIQ SLEDU@]EJ ZADA^I:u0000 = f(x); x 2 I; u(0) = u00(0) = u(1) = u0(1) = 0:6. dOKAZATX BESKONE^NU@ DIFFERENCIRUEMOSTX FUNKCII "[APO^KA"!(x).7. dATX OPREDELENIE RE[ENIQ PO^TI WS@DU DLQ ZADA^I IZ UPRAVNE-NIQ 1.8. nAJTI RE[ENIE IZ H10 (0; 1)TH2(0; 1) URAWNENIQ pu00 = 1, GDEp = � p1 0 < x < 1=2;p2 1=2 < x < 1:



20lEKCIQ 2obob}ennoe re{enie1. kONTRPRIMERw PREDYDU]EJ LEKCII NAM UDALOSX OPREDELITX RE[ENIE DLQ TOGO SLU-^AQ, KOGDA PRAWAQ ^ASTX f(x) URAWNENIQ (1.1) IMEET RAZRYWY.�) nU, A^TO BUDET, ESLI RAZRYWNA FUNKCIQ p(x)? (|TO PREDPOLOVENIE TAKVENE QWLQETSQ ABSURDNYM. nAPRIMER, PRI TRAKTOWKE URAWNENIQ (1.1) KAKURAWNENIQ RAWNOWESIQ p(x) ESTX MODULX `NGA I ESLI RAZNYE ^ASTI SVI-MAEMOGO BRUSA IZGOTOWLENY IZ RAZNYH MATERIALOW, TO WPOLNE ESTESTWEN-NO, ^TO KO\FFICIENT p(x) BUDET KUSO^NO-POSTOQNNYM). rAZUMEETSQ, WSMYSLE OPREDELENIQ 1.1 ZADA^A (1.1), (1.2) W \TOM SLU^AE RE[ENIQ IMETXNE BUDET. oDNAKO, NE BUDET ONA IMETX RE[ENIQ I W SMYSLE OPREDELENIQ1.2. ~TOBY POQSNITX POSLEDNEE, RASSMOTRIM SLEDU@]IJp R I M E R. pUSTX W (1.1)p(x) = � p1 = const > 0; 0 < x < �;p2 = const > 0; � < x < 1; q(x) � 0; f(x) � 1: (1)fORMALXNO PODELIW URAWNENIE (1.1), (1) PRI x 2 (0; �)S(�; 1) NA p(x),MY PRIHODIM K ZADA^E IZ PRIMERA 1.4 S fi = 1=pi I RE[ENIEM (1.10),KOTOROE W NA[EM SLU^AE ZAPISYWAETSQ W WIDEu(x) = 12 � x[1=p2 � x=p1 + �(2� �)(1=p1 � 1=p2)]; 0 6 x 6 �;(1 � x)[x=p2 + �2(1=p1 � 1=p2)]; � 6 x 6 1: (2)|TA FUNKCIQ PRINADLEVIT H2(I)TH10 (I), NO WSE VE NE QWLQETSQ RE-[ENIEM ZADA^I (1.1), (1), (1.2) W SMYSLE OPREDELENIQ 1.2, IBO DLQ NEENE WYPOLNQETSQ URAWNENIE (1.17). nE WYPOLNQETSQ NESMOTRQ NA TO, ^TOLu� f = 0 PRI x 2 (0; �)S(�; 1) I, SLEDOWATELXNO,�)pRI SSYLKAH NA FORMULY, TEOREMY, OPREDELENIQ I T.D. IZ DRUGIH LEKCIJ BUDEMUKAZYWATX ODNOWREMENNO I NOMER LEKCII I NOMER FORMULY. nAPRIMER, ZAPISX (4.11)BUDET OZNA^ATX, ^TO IMEETSQ W WIDU FORMULA (11) IZ ^ETWERTOJ LEKCII.



21Z �0 (Lu� f)vdx + Z 1� (Lu � f)vdx = 0: (3)dOKAVEM \TO UTWERVDENIE. tAK KAK u(x) IZ (2) PRINADLEVIT C1(I), Ap(x) RAZRYWNA W TO^KE x = �, TO p(x)u0(x) TAKVE RAZRYWNA W \TOJ TO^KE(ESLI, KONE^NO, u0(�) 6= 0). nO ^TOBY PODSTAWITX u(x) W URAWNENIE (1.17)NUVNO FUNKCI@ p(x)u0(x) PRODIFFERENCIROWATX. w RAMKAH KLASSI^ES-KOJ TEORII \TOGO SDELATX NELXZQ, ODNAKO MOVNO WY^ISLITX OBOB]ENNU@PROIZWODNU@ \TOJ FUNKCII, KOTORAQ OPREDELQETSQ PRI POMO]I SOOTNO-[ENIQ (1.13). iTAK, Lu � f ESTX OBOB]ENNAQ FUNKCIQ, T.E. LINEJNYJNEPRERYWNYJ FUNKCIONAL, KOTORYJ NA L@BOJ FUNKCII IZ C10 (I) ZADA-ETSQ SOOTNO[ENIEM (Lu� f; v). s U^ETOM WIDA (1.1) OPERATORA L IMEEM(Lu � f; v) = �� ddx �pdudx� ; v�+ (qu � f; v); (4)A PO OPREDELENI@ OBOB]ENNOJ PROIZWODNOJ�� ddx �pdudx� ; v� = �pdudx ; dvdx� : (5)wTOROE SLAGAEMOE PRAWOJ ^ASTI (4) I PRAWAQ ^ASTX (5) PREDSTAWLQ@TSOBOJ OBOB]ENNYE FUNKCII, POROVDENNYE OBY^NYMI LOKALXNO SUMMI-RUEMYMI FUNKCIQMI I, SLEDOWATELXNO,(Lu� f; v) = Z 10 (pu0v0 + quv � fv)dx: (6)pREOBRAZUEM PRAWU@ ^ASTX (6) PRI POMO]I INTEGRIROWANIQ PO ^AS-TQM. iMEEMZ 10 (pu0v0+quv�fv)dx = Z �0 (pu0v0+quv�fv)dx+Z 1� (pu0v0+quv�fv)dx == Z �0 [�(pu0)0 + qu � f ]vdx + pu0vj�0 + Z 1� [�(pu0)0 + qu� f ]vdx + pu0vj1�:



22tAK KAK v(0) = v(1) = 0, A u0(�) I v(x) NEPRERYWNY PRI x = �, TO OTS@DAI IZ (6), (3) ZAKL@^AEM, ^TO(Lu� f; v) = Z �0 (Lu� f)vdx + Z 1� (Lu� f)vdx+ (7)+p(x)u0(x)v(x)jx=��0 � p(x)u0(x)v(x)jx=�+0 = (p1 � p2)u0(�)v(�) 6= 0:z A M E ^ A N I E 1. iZ (7) SLEDUET, ^TO ESLI KO\FFICIENT p(x)RAZRYWEN W TO^KE x = �, A u(x) 2 H2(I), TO Lu � f PREDSTAWLQET SOBOJSINGULQRNU@ OBOB]ENNU@ FUNKCI@, IMENNO, SOSREDOTO^ENNU@ W TO^KEx = � DELXTA-FUNKCI@ dIRAKA, UMNOVENNU@ NA SKA^OK p(x) W \TOJ TO^KEI �u0(x), IBO SOGLASNO (1.12)[p(� � 0)� p(� + 0)]u0(�)v(�) = �[p(� + 0)� p(� � 0)](u0(x)�(x � �); v(x)):2. zADA^A O MINIMUME KWADRATI^NOGO FUNKCIONALA.oBOB]ENNOE RE[ENIEpREVDE ^EM DAWATX NOWOE RAS[IRENIE PONQTIQ RE[ENIQ, DELA@]EERAZRE[IMOJ I ZADA^U (1.1), (1), (1.2), RASSMOTRIM TAK NAZYWAEMU@ ZADA-^U O MINIMIZACII FUNKCIONALA. wWEDEM W RASSMOTRENIE KWADRATI^NYJFUNKCIONALJ(w) � 12 Z 10 "p(x)�dwdx�2 + q(x)w2# dx � Z 10 f(x)wdx: (8)pUSTX R(x) I q(x) SUMMIRUEMY I OGRANI^ENY NA I, A f(x) 2 L2(I). tOG-DA FUNKCIONAL (8) NEPRERYWEN NA H1(I). bUDEM PREDPOLAGATX, ^TO R(x)I q(x) UDOWLETWORQ@T USLOWIQM (1.3) I POSTAWIM ZADA^U MINIMIZACIIOB OTYSKANII FUNKCII u(x) 2 H10 (I), DOSTAWLQ@]EJ MINIMUM FUNKCI-ONALU (8) u(x) 2 H10 (I) : J(u) = infw2H10 (I) J(w): (9)wWEDEM W RASSMOTRENIE BILINEJNU@ FORMUa(v; w) = Z 10 [p(x)v0(x)w0(x) + q(x)v(x)w(x)]dx; (10)



23T.E. FORMU, LINEJNU@ PO KAVDOMU IZ SWOIH DWUH ARGUMENTOW, I LINEJ-NU@ FORMU l(w) = Z 10 f(x)w(x)dx: (11)o^EWIDNO, ^TO BILINEJNAQ FORMA a(v; w) SIMMETRI^NA, A W SILU (1.3)OTWE^A@]AQ EJ KWADRATI^NAQ FORMA NEOTRICATELXNA, T.E.a(v; w) = a(w; v); a(v; v) > 0: (12)s ISPOLXZOWANIEM (10), (11) FUNKCIONAL (8) MOVNO PREDSTAWITX W WIDEJ(w) = 12a(w;w)� l(w): (13)nARQDU S ZADA^EJ (9) O MINIMIZACII FUNKCIONALA (13) WWEDEM W RAS-SMOTRENIE SLEDU@]U@ ZADA^U: SREDI FUNKCIJ H10 (I) NAJTI TAKU@, KO-TORAQ PRI L@BOJ FUNKCII v(x) 2 H10 (I) UDOWLETWORQET URAWNENI@a(u; v) = l(v): (14)bOLEE KOROTKO SFORMULIROWANNAQ ZADA^A ZAPISYWAETSQ TAK: NAJTIu(x) 2 H10 (I) : a(u; v) = l(v) 8v 2 H10 (I): (15)zADA^A (15) NAZYWAETSQ WARIACIONNOJ ZADA^EJ, A URAWNENIE (14) | WA-RIACIONNYM URAWNENIEM. iMEET MESTOt E O R E M A 1. zADA^A MINIMIZACII (9) I WARIACIONNAQ ZADA^A (15)\KWIWALENTNY.d O K A Z A T E L X S T W O. 1�. pUSTX u(x) | RE[ENIE ZADA^IMINIMIZACII (9). pOKAVEM, ^TO u(x) ODNOWREMENNO QWLQETSQ RE[ENI-EM I WARIACIONNOJ ZADA^I (15). pREDSTAWIM PROIZWOLXNU@ FUNKCI@w 2 H10 (I) W WIDE w = u + tv, GDE t | ^ISLOWOJ PARAMETR, A v | TOVEPROIZWOLXNAQ FUNKCIQ. nA OSNOWANII (12)a(w;w) = a(u+ tv; u+ tv) = a(u; u) + 2ta(u; v) + t2a(v; v)I, SLEDOWATELXNO, S U^ETOM (13)J(w) = J(u) + t[a(u; v)� l(v)] + t22 a(v; v):



24tEM SAMYM, J(u+tv) KAK FUNKCIQ t PRI FIKSIROWANNYH u(x) I v(x) ESTXKWADRATI^NYJ MNOGO^LEN, MINIMUM KOTOROGO DOSTIGAETSQ TAM, GDE EGOPERWAQ PROIZWODNAQddtJ(u + tv) = [a(u; v)� l(v)] + ta(v; v)OBRA]AETSQ W NULX. s DRUGOJ STORONY W SILU (9)J(u) 6 J(u + tv)I, SLEDOWATELXNO, J(u+ tv) KAK FUNKCIQ t IMEET MINIMUM W TO^KE t = 0.sOPOSTAWLQQ \TI DWA FAKTA, NAHODIM, ^TO MINIMUM REALIZUETSQ PRIWYPOLNENII USLOWIQ a(u; v) � l(v) = 0. tEM SAMYM, u(x) | RE[ENIEWARIACIONNOJ ZADA^I (15).2�. pUSTX TEPERX u(x) | RE[ENIE WARIACIONNOJ ZADA^I (15). dOKA-VEM, ^TO u(x) MINIMIZIRUET FUNKCIONAL (13). oCENIM ZNA^ENIE \TOGOFUNKCIONALA SNIZU. kAK I WY[E, S U^ETOM (12) I (13) NAHODIM, ^TOJ(w) = J(u + v) = J(u) + [a(u; v)� l(v)] + 12a(v; v):pO PREDPOLOVENI@ u(x) ESTX RE[ENIE WARIACIONNOJ ZADA^I I, SLEDO-WATELXNO, WYRAVENIE W KWADRATNYH SKOBKAH OBRA]AETSQ W NULX. tEMSAMYM, J(w) = J(u) + 12a(v; v):nO W SILU (12) a(v; v) NEOTRICATELXNA I, SLEDOWATELXNO,J(w) > J(u):a \TO I OZNA^AET, ^TO u(x) MINIMIZIRUET J(w). tEOREMA DOKAZANA.z A M E ^ A N I E 2. pRI DOKAZATELXSTWE TEOREMY 1 PRAKTI^ESKI NIGDENE ISPOLXZOWALSQ KONKRETNYJ WID a(u; v) I l(v), RAWNO KAK I KONKRET-NYJ WID PROSTRANSTWA, GDE I]ETSQ RE[ENIE. eDINSTWENNAQ APELLQCIQK WIDU a(v; v) BYLA WYZWANA NEOBHODIMOSTX@ OBOSNOWANIQ EE NEOTRI-CATELXNOSTI. tEM SAMYM, UTWERVDENIE OB \KWIWALENTNOSTI UKAZANNYHFORMULIROWOK OSTAETSQ SPRAWEDLIWYM I PRI DRUGIH REALIZACIQH a(u; v)



25I l(v) I DLQ RE[ENIJ IZ DRUGIH PROSTRANSTW, LI[X BY NA \TIH PROSTRAN-STWAH a(v; v) BYLA NEOTRICATELXNA.t E O R E M A 2. rE[ENIE PO^TI WS@DU ZADA^I (1.1), (1.2) DOSTAWLQETMINIMUM FUNKCIONALU (8) W H10 (I). fUNKCIQ u(x) 2 H2(I)TH10 (I),MINIMIZIRU@]AQ J(w), QWLQETSQ RE[ENIEM ZADA^I (1.1), (1.2).d O K A Z A T E L X S T W O. w SILU TEOREMY 1 ZADA^A MINIMIZACII IWARIACIONNAQ ZADA^A \KWIWALENTNY. pO\TOMU DLQ DOKAZATELXSTWA TEO-REMY DOSTATO^NO SOPOSTAWLENIQ RE[ENIQ ZADA^I (1.1), (1.2) S RE[ENIEMWARIACIONNOJ ZADA^I (15). pUSTX u(x) | RE[ENIE ZADA^I (1.1), (1.2).rASSMOTRIM WYRAVENIEa(u; v) � l(v) = Z 10 (pu0v0 + quv)dx� Z 10 fvdx:w PERWOM SLAGAEMOM PERWOGO INTEGRALA MOVNO PROIZWESTI INTEGRIRO-WANIE PO ^ASTQM, PEREBROSIW PROIZWODNU@ S v(x) NA (p(x)u0(x)). pRED-POLAGAQ, ^TO v(x) 2 H10 (I), BUDEM IMETXa(u; v)� l(v) = Z 10 [�(pu0)0 + qu� f ]vdx = Z 10 (Lu� f)vdx 8v 2 H10 (I):nO W SILU (1.1) ILI (1.17) PRAWAQ ^ASTX \TOGO SOOTNO[ENIQ RAWNA NUL@,T.E. a(u; v)�l(v) = 0 I, SLEDOWATELXNO, u(x) UDOWLETWORQET WARIACIONNO-MU URAWNENI@ (14). tAK KAK, K TOMU VE, u(x) UDOWLETWORQET GRANI^NYMUSLOWIQM (1.2) I DOSTATO^NO GLADKAQ (NE HUVE H2(I)), TO u(x) 2 H10 (I)I, SLEDOWATELXNO, QWLQETSQ RE[ENIEM WARIACIONNOJ ZADA^I (15).w DRUGU@ STORONU. pUSTX u(x) | DOSTATO^NO GLADKOE RE[ENIE WARI-ACIONNOJ ZADA^I (15): u(x) 2 H2(I)TH10 (I). tOGDA0 = a(u; v)� l(v) = Z 10 (pu0v0 + quv)dx � Z 10 fvdx:sNOWA MOVNO PROIZWESTI INTEGRIROWANIE PO ^ASTQM, ^TO PRIWODIT KSOOTNO[ENI@ Z 10 (Lu� f)vdx = 0; 8v 2 H10 (I);POWTORQ@]EMU SOOTNO[ENIE (1.17), KOTOROE I OPREDELQET RE[ENIE PO^TIWS@DU. tEOREMA DOKAZANA.



26iZ TEOREMY 2 SLEDUET, ^TO W PREDPOLOVENIQH (1.3), (1.5) TEOREMY 1.2OTNOSITELXNO KO\FFICIENTOW ZADA^A MINIMIZACII (9) I KRAEWAQ ZADA-^A (1.1), (1.2) \KWIWALENTNY. nO RE[ENIE ZADA^I MINIMIZACII MOVETSU]ESTWOWATX I PRI MENEE VESTKIH PREDPOLOVENIQH. w ^ASTNOSTI, DLQPOSTANOWKI \TOJ ZADA^I NET NEOBHODIMOSTI PREDPOLAGATX DIFFERENCI-RUEMOSTX I DAVE NEPRERYWNOSTX KO\FFICIENTA p(x). eSLI PRI \TIHUSLOWIQH RE[ENIE ZADA^I MINIMIZACII (9) (A, SLEDOWATELXNO, I WARIA-CIONNOJ ZADA^I (15)) SU]ESTWUET, TO MOVNO OB_QWITX EGO RE[ENIEM IZADA^I (1.1), (1.2).o P R E D E L E N I E. fUNKCIQ u(x) NAZYWAETSQ OBOB]ENNYM RE[ENIEMZADA^I (1.1), (1.2), ESLI ONA QWLQETSQ RE[ENIEM WARIACIONNOJ ZADA^I(15).t E O R E M A 3. eSLI p(x) I q(x) SUMMIRUEMY I OGRANI^ENY, Af(x) 2 L2(I), TO PRI WYPOLNENII USLOWIJ (1.3) OBOB]ENNOE RE[ENIEZADA^I (1.1), (1.2) SU]ESTWUET I EDINSTWENNO.z A M E ^ A N I E 3. uRAWNENIE (14) S a(u; v) I l(v) IZ (10), (11),PRI POMO]I KOTOROGO MY OPREDELILI OBOB]ENNOE RE[ENIE ZADA^I (1.1),(1.2), BYLO WWEDENO NAMI KAK USLOWIE MINIMUMA FUNKCIONALA (13). oD-NAKO \TO URAWNENIE MOVNO POLU^ITX I INYM PUTEM, NE SWQZANNYM SZADA^EJ MINIMIZACII. iMENNO, UMNOVAQ URAWNENIE (1.1) NA FUNKCI@v(x) 2 H10 (I) I INTEGRIRUQ REZULXTAT PO I, POSLE INTEGRIROWANIQ PO^ASTQM POLU^IM (14). tAKOJ PODHOD MOVNO ISPOLXZOWATX DLQ OPREDELE-NIQ OBOB]ENNOGO RE[ENIQ I W TOM SLU^AE, KOGDA \KWIWALENTNAQ ZADA^AO MINIMIZACII FUNKCIONALA OTSUTSTWUET. nAPRIMER, DLQ URAWNENIQ�(pu0)0 + r(x)u0 + q(x)u = f(x) (16)S GRANI^NYMI USLOWIQMI (1.2) WARIACIONNOE URAWNENIE IMEET WIDZ 10 (pu0v0 + ru0v + quv)dx = Z 10 fvdx: (17)z A M E ^ A N I E 4. w WARIACIONNOM IS^ISLENII FUNKCIONALddtJ(u + tv)jt=0 NAZYWAETSQ PERWOJ WARIACIEJ FUNKCIONALA J I OBOZNA-^AETSQ �J , A URAWNENIE (1.1) NAZYWAETSQ URAWNENIEM |JLERA FUNKCIO-NALA (8).z A M E ^ A N I E 5. uSLOWIQ (1.3) OBESPE^IWA@T NE TOLXKO NEOTRICA-TELXNOSTX KWADRATI^NOJ FORMY a(v; v), KAK \TO OTME^ENO W (12), NO I EE



27POLOVITELXNU@ OPREDELENNOSTX W H10 (I). dOKAZATELXSTWO \TOGO FAKTABUDET DANO W LEKCII 11.3. gLAWNYE I ESTESTWENNYE GRANI^NYE USLOWIQrASSMOTRENNAQ NAMI KRAEWAQ ZADA^A (1.1), (1.2) NAZYWAETSQ PERWOJKRAEWOJ ZADA^EJ, A KRAEWYE USLOWIQ (1.2) | KRAEWYMI USLOWIQMI PER-WOGO RODA. oBRATIMSQ K DRUGIM KRAEWYM ZADA^AM DLQ URAWNENIQ (1.1).pUSTX TREBUETSQ NAJTI RE[ENIE URAWNENIQ (1.1), KOTOROE UDOWLETWO-RQET KRAEWYM USLOWIQM u0(0) = u0(1) = 0: (18)kRAEWAQ ZADA^A (1.1), (18) NAZYWAETSQ WTOROJ KRAEWOJ ZADA^EJ, A KRAE-WYE USLOWIQ (18) | KRAEWYMI USLOWIQMI WTOROGO RODA. ~TOBY ZADA^A(1.1), (18) BYLA ODNOZNA^NO RAZRE[IMA NUVNO DOPOLNITX USLOWIQ (1.3)TREBOWANIEM q(x) �= 0: (19)wARIACIONNAQ FORMULIROWKA ZADA^I (1.1), (18) TAKOWA: NAJTIu(x) 2 H1(I) : a(u; v) = l(v) 8v 2 H1(I); (20)GDE a(u; v) I l(v) ZADA@TSQ SOOTNO[ENIQMI (10) I (11), SOOTWETSTWENNO.oBOB]ENNYM RE[ENIEM ZADA^I (1.1), (18) NAZYWAETSQ RE[ENIE WARIACI-ONNOJ ZADA^I (20).sU]ESTWENNOE RAZLI^IE W WARIACIONNYH FORMULIROWKAH DLQ PERWOJI WTOROJ KRAEWYH ZADA^ SOSTOIT W TOM, ^TO RE[ENIE WTOROJ KRAEWOJZADA^I I]ETSQ SREDI WSEH FUNKCIJ H1(I), W TO WREMQ KAK W SLU^AE PER-WOJ KRAEWOJ ZADA^I (1.1), (1.2) RE[ENIE I]ETSQ SREDI H10 (I), T.E. SREDIFUNKCIJ, UDOWLETWORQ@]IH GRANI^NYM USLOWIQM (1.2). fUNKCII, SREDIKOTORYH I]ETSQ RE[ENIE ZADA^I (20) "SWOBODNY" NA KONCAH OTREZKA I INE OBQZANY UDOWLETWORQTX KAKIM BY TO NI BYLO GRANI^NYM USLOWIQM.w \TOJ SWQZI PRO KRAEWYE USLOWIQ (18) GOWORQT, ^TO ONI ESTESTWENNYE.kRAEWYE USLOWIQ (1.2) NAZYWA@T GLAWNYMI.tAKIM OBRAZOM, ESTESTWENNYMI GRANI^NYMI USLOWIQMI NAZYWA@TSQTAKIE USLOWIQ, KOTORYM DOLVNO UDOWLETWORQTX RE[ENIE KRAEWOJ ZADA^II NEOBQZANY UDOWLETWORQTX FUNKCII, SREDI KOTORYH IMEETSQ RE[ENIE



28PRI WARIACIONNOJ POSTANOWKE ZADA^I. tE VE GRANI^NYE USLOWIQ, KOTO-RYM DOLVNY UDOWLETWORQTX I RE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I I FUNKCII, SREDIKOTORYH I]ETSQ RE[ENIE PRI WARIACIONNOJ FORMULIROWKE, NAZYWA@TSQGLAWNYMI.pUSTX TEPERX TREBUETSQ NAJTI RE[ENIE URAWNENIQ (1.1), UDOWLETWO-RQ@]EE KRAEWYM USLOWIQMu(0) = 0; p(1)u0(1) + {u(1) = g: (21)kAK MY UVE GOWORILI, PERWOE IZ USLOWIJ (21) ESTX KRAEWOE USLOWIE PER-WOGO RODA, W TO WREMQ KAK WTOROE IZ NIH| \TO KRAEWOE USLOWIE TRETXEGORODA. eSLI BY NA OBOIH KONCAH BYLI ZADANY KRAEWYE USLOWIQ TRETXE-GO RODA, TO ZADA^A NAZYWALASX BY TRETXEJ KRAEWOJ ZADA^EJ. w NA[EMVE SLU^AE \TO SME[ANNAQ KRAEWAQ ZADA^A. uSLOWIQ (1.3), DOPOLNENNYETREBOWANIEM { > 0; (22)DOSTATO^NY DLQ ODNOZNA^NOJ RAZRE[IMOSTI ZADA^I (1.1), (21).~TOBY DATX WARIACIONNU@ POSTANOWKU SME[ANNOJ ZADA^I (1.1), (21)NUVNO ZADATX NOWYE PO SRAWNENI@ S (10), (11) BILINEJNU@ I LINEJNU@FORMY. pUSTX a1(u; v) = a(u; v) + {u(1)v(1); (23)l1(v) = l(v) + gv(1); (24)GDE a(u; v) I l(v) ZADANY (10) I (11) SOOTWETSTWENNO.wWEDEM W RASSMOTRENIE NOWOE PODPROSTRANSTWO PROSTRANSTWA H1(I).pUSTX ~H1(I) = fv(x) 2 H1(I) jv(0) = 0g: (25)wARIACIONNAQ FORMULIROWKA ZADA^I (1.1), (21) IMEET WID: NAJTIu(x) 2 ~H1(I) : a1(u; v) = l1(v) 8v 2 ~H1(I): (26)tEM SAMYM, GRANI^NOE USLOWIE TRETXEGO RODA QWLQETSQ ESTESTWENNYM.



29gRANI^NYE USLOWIQ (1.2) I (18) BYLI ODNORODNYMI. nEODNORODNOSTXESTESTWENNOGO GRANI^NOGO USLOWIQ IZ (21) PRIWELA K DOBAWLENI@ K LI-NEJNOJ FORME l(v) NOWOGO SLAGAEMOGO (24). uKAVEM WARIACIONNU@ FOR-MULIROWKU ZADA^I DLQ URAWNENIQ (1.1) S NEODNORODNYMI GLAWNYMI GRA-NI^NYMI USLOWIQMI. pUSTX TREBUETSQ NAJTI TAKOE RE[ENIE URAWNENIQ(1.1), KOTOROE UDOWLETWORQET SLEDU@]IM GRANI^NYM USLOWIQM:u(0) = g0; u(1) = g1: (27)oBOZNA^IM ^EREZH1E(I) = fv 2 H1(I)jv(0) = g0; v(1) = g1gMNOVESTWO FUNKCIJ IZ PROSTRANSTWA H1(I), KOTORYE UDOWLETWORQ@TGRANI^NYM USLOWIQM (27). bUDEM ISKATX TAKU@ FUNKCI@ u 2 H1E(I),KOTORAQ PRI L@BOJ FUNKCII v 2 H10 (I) UDOWLETWORQET URAWNENI@ (14) Sa(u; v) I l(v) IZ (10), (11), T.E.u 2 H1E(I) : a(u; v) = l(v) 8v 2 H10 (I): (28)|TO I ESTX WARIACIONNAQ FORMULIROWKA ZADA^I (1.1), (27). oBRATIMWNIMANIE NA TO, ^TO ZDESX FUNKCII u(x) I v(x) BERUTSQ IZ RAZNYH MNO-VESTW: RE[ENIE u(x) DOLVNO UDOWLETWORQTX GLAWNYM GRANI^NYM USLO-WIQM (27) I POTOMU BERETSQ IZ H1E(I), A TAK KAK GRANI^NYE USLOWIQ (27)GLAWNYE, TO v(x) OBQZANA OBRA]ATXSQ W NULX PRI x = 0 I x = 1.4. uSLOWIQ NA RAZRYWEwYQSNIM, KAKIM USLOWIQM UDOWLETWORQET OBOB]ENNOE RE[ENIE W TO^-KAH RAZRYWA KO\FFICIENTA p(x). pUSTX FUNKCIQ p(x) IMEET EDINSTWEN-NU@ TO^KU RAZRYWA x = �, T.E. p(� � 0) 6= p(� + 0), A NA (0; �) I (�; 1)NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMA. iZ (15), (10), (11) NAHODIM, ^TO0 = a(u; v)� l(v) = Z 10 (pu0v0 + quv � fv)dx == Z �0 (pu0v0 + quv � fv)dx + Z 1� (pu0v0 + quv � fv)dx:



30iSPOLXZUQ TEPERX DLQ PREOBRAZOWANIQ SLAGAEMYH S PROIZWODNYMI IN-TEGRIROWANIE PO ^ASTQM I PRINIMAQ WO WNIMANIE(1.1), (1.2), BUDEM IMETX0 = Z �0 [�(pu0)0 + qu � f ]vdx + pu0vjx=��0++ Z 1� [�(pu0)0 + qu � f ]vdx� pu0vjx=�+0 == �[p(� + 0)u0(� + 0)� p(� � 0)u0(� � 0)]v(�);IBO v(x) NEPRERYWNA KAK WSQKAQ FUNKCIQ IZ H1(I).�) tAK KAK, WOOB]EGOWORQ, v(�) 6= 0, TO W TO^KE RAZRYWA KO\FFICIENTA p(x) DOLVNO WYPOL-NQTXSQ USLOWIE p(� + 0)u0(� + 0)� p(� � 0)u0(� � 0) = 0;T.E. FUNKCIQ p(x)u0(x) = �w(x) | POTOK W \TOJ TO^KE | DOLVNA BYTXNEPRERYWNOJ. qSNO, ^TO ESLI p(x) NEPRERYWNA, TO \TO USLOWIE OSTA-ETSQ SPRAWEDLIWYM, NO UPRO]AETSQ DO USLOWIQ NEPRERYWNOSTI FUNK-CII u0(x). iTAK, OBOB]ENNOE RE[ENIE IMEET NEPRERYWNU@ PROIZWODNU@TOLXKO W TO^KAH NEPRERYWNOSTI p(x).dLQ NEPOSREDSTWENNOGO OTYSKANIQ OBOB]ENNOGO RE[ENIQ ZADA^I (1.1),(1.2) METODAMI TEORII OBYKNOWENNYH DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ WTO^KE RAZRYWA KO\FFICIENTA p(x) NUVNO POSTAWITX E]E ODNO USLOWIEDLQ u(x). pRINIMAQ WO WNIMANIE, ^TO u(x) 2 H10 (I), A, SLEDOWATELXNO,NEPRERYWNA NA I I W TO^KE x = �, W ^ASTNOSTI, ZAKL@^AEM, ^TO OB-OB]ENNOE RE[ENIE W TO^KE RAZRYWA KO\FFICIENTA p(x) UDOWLETWORQETSLEDU@]IM USLOWIQM[u]jx=� � u(� + 0) � u(� � 0) = 0; [pu0]jx=� = 0; (29)KOTORYE INOGDA NAZYWA@T USLOWIQMI SOPRQVENIQ.lEGKO PROWERITX, ^TO FUNKCIQ u(x), UDOWLETWORQ@]AQ URAWNENI@(1.1), (1) PRI x 2 (0; �)S(�; 1), GRANI^NYM USLOWIQM (1.2) I USLOWIQM�)dOKAZATELXSTWO \TOGO FAKTA BUDET DANO W LEKCII 11.



31SOPRQVENIQ (29), QWLQETSQ OBOB]ENNYM RE[ENIEM \TOJ ZADA^I I IMEETWID u(x) = 128>><>>: xp1 ��(1 � �)(p1 � p2)p1(1 � �) + p2� + 1� x� ; 0 6 x 6 �;1� xp2 ��(1� �)(p2 � p1)p1(1� �) + p2� + x� ; � 6 x 6 1: (30)u ^ITATELQ MOVET WOZNIKNUTX SOWER[ENNO ZAKONNYJ WOPROS: A NEQWLQ@TSQ LI USLOWIQ SOPRQVENIQ (29) SLI[KOM NADUMANNYMI W UGODUMATEMATI^ESKOJ STROJNOSTI TEORII? oKAZYWAETSQ, NET. iMENNO TAKIEUSLOWIQ WOZNIKA@T W REALXNYH PRIKLADNYH ZADA^AH. w SAMOM DELE,OBRATIMSQ, NAPRIMER, K TEPLOWOJ INTERPRETACII URAWNENIQ (1.1). iZ-WESTNO, ^TO TEMPERATURA u(x) QWLQETSQ NEPRERYWNOJ FUNKCIEJ KOORDI-NATY x. wNE ZAWISIMOSTI OT TOGO, NEPRERYWEN ILI RAZRYWEN KO\FFI-CIENT TEPLOPROWODNOSTI p(x), NEPRERYWNYM QWLQETSQ I TEPLOWOJ POTOKw(x) = �p(x)u0(x). tEM SAMYM, PRI TEPLOWOJ INTERPRETACII URAW-NENIQ (1.1) USLOWIQ SOPRQVENIQ (29) QWLQ@TSQ WPOLNE ESTESTWENNYMI.aNALOGI^NAQ SITUACIQ IMEET MESTO I DLQ DRUGIH PRIKLADNYH ZADA^.5. uPRAVNENIQ1. dOKAZATX, ^TO PRI DOSTATO^NOJ GLADKOSTI KO\FFICIENTOW ZADA^I(1.1), (18) I (20) \KWIWALENTNY.2. uKAZATX DIFFERENCIALXNU@ FORMULIROWKU SLEDU@]EJ WARIACI-ONNOJ ZADA^I: u 2 H1(I) : a2(u; v) = l2(v) 8v 2 H1(I);GDE a2(u; v) = a(u; v) + {0u(0)v(0) + {1u(1)v(1);l2(v) = l(v) + g0v(0) + g1v(1);A a(u; v) I l(v) OPREDELENY W (10), (11).3. sFORMULIROWATX ZADA^U MINIMIZACII FUNKCIONALA (8), \KWIWA-LENTNU@ WARIACIONNOJ ZADA^E (28).



324. dOKAZATX, ^TO RE[ENIE WARIACIONNOJ ZADA^I (28) PRI DOSTATO^NOJGLADKOSTI KO\FFICIENTOW QWLQETSQ RE[ENIEM ZADA^I (1.1), (27).5. uBEDITXSQ, ^TO FUNKCIQ (30) W SAMOM DELE ESTX OBOB]ENNOE RE[E-NIE ZADA^I (1.1), (1), (1.2).6. wARIACIONNOE URAWNENIE IMEET WIDZ 10 u00v00dx = Z 10 fv dx: (31)kAKOMU DIFFERENCIALXNOMU URAWNENI@ ONO OTWE^AET?7. rE[ENIE WARIACIONNOGO URAWNENIQ (31) PRI x = 0 POD^INENO ODNOJIZ SLEDU@]IH PAR GRANI^NYH USLOWIJu(0) = u0(0) = 0; u(0) = u00(0) = 0;u(0) = u000(0) = 0; u0(0) = u00(0) = 0;u0(0) = u000(0) = 0; u00(0) = u000(0) = 0:rASSORTIROWATX \TI GRANI^NYE USLOWIQ PO PRINCIPU GLAWNYE| ESTES-TWENNYE.8. nAJTI OBOB]ENNOE IZ H1(I) RE[ENIE SLEDU@]EJ ZADA^I:(p1u0)0 = 0; 0 < x < 1=2; (p2u0)0 = 0; 1=2 < x < 1;u(0) = 0; p2u0(1) + {u(1) = g;GDE p1 I p2 | POLOVITELXNYE POSTOQNNYE.9. nAJTI OBOB]ENNOE RE[ENIE SLEDU@]EJ ZADA^I:u 2 eH1(I) : 1=2Z0 p1u0v0dx+ 1Z1=2p2u0v0dx+ {u(0)v(0) = gv(0) 8v2 eH1(I);GDE pi = const; A eH1(I) = �v(x) 2 H1(I)j v(1) = 0	 :10. dATX WARIACIONNU@ FORMULIROWKU I NAJTI OBOB]ENNOE IZ H1(I)RE[ENIE SLEDU@]EJ ZADA^I:(pu0)0 = 0; u(0) = 0; u(1) = 1;GDE p = � p1 = const; 0 < x < 1=2;p2 = const; 1=2 < x < 1:



33lEKCIQ 3metody ritca, galerkina i kone~nyh|lementow1. mETODY rITCA I gALERKINAoBRATIMSQ K POSTROENI@ PRIBLIVENNYH METODOW RE[ENIQ KRAEWYHZADA^ DLQ DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ. nA^NEM S ZADA^I (1.1), (1.2).kAK BYLO USTANOWLENO NA PREDYDU]EJ LEKCII, RE[ENIE \TOJ ZADA^I \K-WIWALENTNO OTYSKANI@ FUNKCII u(x)2H10 (I), MINIMIZIRU@]EJ FUNK-CIONAL (2.8), T.E. ZADA^E (2.9). tEM SAMYM, POSTROIW METOD PRIBLIVEN-NOJ MINIMIZACII \TOGO FUNKCIONALA, MY BUDEM IMETX I METOD PRIBLI-VENNOGO RE[ENIQ ZADA^I (1.1), (1.2). dLQ PRIBLIVENNOJ MINIMIZACIIFUNKCIONALA (2.8) ILI, ^TO W SILU (2.10), (2.11) TO VE SAMOE, FUNK-CIONALA (2.13), WOSPOLXZUEMSQ METODOM rITCA. oSNOWNAQ IDEQ \TOGOMETODA SOSTOIT W TOM, ^TOBY MINIMIZIROWATX FUNKCIONAL NE NA WSEMPROSTRANSTWE, GDE ON ZADAN, A TOLXKO NA NEKOTOROM KONE^NOMERNOM POD-PROSTRANSTWE \TOGO PROSTRANSTWA.pUSTX V n | PODPROSTRANSTWO PROSTRANSTWA H10 (I) RAZMERNOSTI n:V n � H10 (I); dimV n = n:o P R E D E L E N I E 1. nAZOWEM PRIBLIVENNYM RE[ENIEM PO METO-DU rITCA (RITCEWSKIM RE[ENIEM) ZADA^I (2.9) (I ZADA^I (1.1), (1.2) )TAKU@ FUNKCI@ un(x) 2 V n : J(un) = minvn2V n J(vn): (1)~TOBY REALIZOWATX METOD (1), WWEDEM W V n BAZIS (ON SU]ESTWUET KAKW L@BOM KONE^NOMERNOM PROSTRANSTWE), \LEMENTY KOTOROGO OBOZNA^IM^EREZ 'j(x); j = 1; :::; n: l@BOJ \LEMENT vn(x) 2 V n MOVET BYTX PRED-STAWLEN W WIDE LINEJNOJ KOMBINACII f'jgn1 :pUSTX un(x) 2 V n DOSTAWLQ-ET MINIMUM FUNKCIONALU (2.13) NA V n. rAZLOVIM un(x) PO \LEMENTAMBAZISA un(x) = nXj=1 cj'j(x) (2)



34I PODSTAWIM \TO RAZLOVENIE W (2.13); W REZULXTATE POLU^IM KWADRATI^-NU@ FUNKCI@ n PEREMENNYH c1; :::; cn :J(un) = 12a(un; un) � l(un) = 12 nXj;l=1 a('j; 'l)cjcl � nXj=1 l('j)cj: (3)wYBEREM KO\FFICIENTY cj TAK, ^TOBY FUNKCIQ (3) PRINIMALA MINI-MALXNOE ZNA^ENIE. kAK IZWESTNO IZ MATEMATI^ESKOGO ANALIZA, FUNKCIQ(3) DOSTIGAET MINIMUMA PRI TEH ZNA^ENIQH NEZAWISIMYH PEREMENNYH,KOTORYE OBRA]A@T W NULX EE PERWYE PROIZWODNYE:@J(un)@ck = 0; k = 1; 2; :::; n:|TI PROIZWODNYE LEGKO WY^ISLQ@TSQ@J(un)@ck = nXl=1 a('k; 'l)cl � l('k):pRIRAWNIWAQ IH NUL@, POLU^IM SISTEMU rITCA:nXl=1 a('k; 'l)cl � l('l) = 0; k = 1; :::; n; (4)KOTORAQ PREDSTAWLQET SOBOJ SISTEMU LINEJNYH ALGEBRAI^ESKIH URAW-NENIJ OTNOSITELXNO NEIZWESTNYH KO\FFICIENTOW cj IZ RAZLOVENIQ (2).nAJDQ KO\FFICIENTY cj IZ RE[ENIQ SISTEMY (4) I PODSTAWIW IH W (2),POLU^IM \LEMENT un(x), KOTORYJ I BUDET PRIBLIVENNYM RE[ENIEM ZA-DA^I (1.1), (1.2).k POSTROENI@ PRIBLIVENNOGO RE[ENIQ ZADA^I (1.1), (1.2) MOVNO PO-DOJTI I NESKOLXKO INA^E. wOSPOLXZUEMSQ TEM, ^TO RE[ENIE \TOJ ZADA-^I \KWIWALENTNO OTYSKANI@ RE[ENIQ WARIACIONNOGO URAWNENIQ (2.15).bUDEM ISKATX PRIBLIVENNOE RE[ENIE KAK TAKOJ \LEMENT un(x) 2 V n,KOTORYJ UDOWLETWORQET URAWNENI@ (2.15) PRI L@BOJ vn(x) 2 V n:o P R E D E L E N I E 2. nAZOWEM PRIBLIVENNYM RE[ENIEM PO METODUgALERKINA (GALERKINSKIM RE[ENIEM) ZADA^I (2.15) (I ZADA^I (1.1),(1.2))FUNKCI@ un(x) 2 V n : a(un; vn) = l(vn) 8vn 2 V n: (5)



35rASKLADYWAQ RE[ENIE un(x) ZADA^I (5) PO BAZISU f'jgn1 PROSTRANSTWAV n W WIDE (2) I POLAGAQ W (5) FUNKCI@ vn(x) POSLEDOWATELXNO RAWNOJ'1(x), '2(x); : : : , 'n(x), DLQ OPREDELENIQ KO\FFICIENTOW RAZLOVENIQ cjSNOWA POLU^IM SISTEMU (4).eSLI BILINEJNAQ FORMA a(u; v) SIMMETRI^NA, KAK W RASSMATRIWAEMOMNAMI SLU^AE (2.10), TO METOD rITCA I METOD gALERKINA PRIWODIT K OD-NOMU I TOMU VE PRIBLIVENNOMU RE[ENI@. eSLI a(u; v) NESIMMETRI^NA,TO METOD rITCA WOOB]E NEPRIMENIM, IBO W \TOM SLU^AE ISHODNAQ KRAE-WAQ ZADA^A NE DOPUSKAET \KWIWALENTNOJ FORMULIROWKI W WIDE ZADA^I OMINIMIZACII FUNKCIONALA. mETOD VE gALERKINA PRIMENIM I W \TOMSLU^AE, ESLI WARIACIONNAQ FORMULIROWKA ZADA^I SU]ESTWUET.z A M E ^ A N I E 1. pRIBLIVENNOE PO rITCU{gALERKINU RE[ENIEun(x) UDOWLETWORQET TOMU VE SAMOMU WARIACIONNOMU URAWNENI@ (2.14),^TO I TO^NOE RE[ENIE ZADA^I. rAZNICA SOSTOIT LI[X W TOM, ^TO TO^-NOE RE[ENIE RASPOLOVENO W H10 (I) I (2.14) DOLVNO WYPOLNQTSQ NA WSEHFUNKCIQH v(x) 2 H10 (I) , A PRIBLIVENNOE RE[ENIE I]ETSQ W V n 2 H10 (I)I (2.14) UDOWLETWORQETSQ TOLXKO NA vn 2 V n (SM. (5)).iSSLEDUEM WOPROS O RAZRE[IMOSTI SISTEMY rITCA{gALERKINA (4).pOKAVEM, ^TO PRI WYPOLNENII USLOWIJ (1.3) SISTEMA (4) S a(u; v) IZ(2.10), KAK I EE PROOBRAZ | ZADA^A (1.1), (1.2) ODNOZNA^NO RAZRE[IMA.oBOZNA^IM ^EREZ A = [a('k; 'l)]n1 (6)MATRICU SISTEMY (4).t E O R E M A . eSLI BILINEJNAQ FORMA a(u; v) SIMMETRI^NA I POLO-VITELXNO OPREDELENA, TO MATRICA a SISTEMY rITCA{gALERKINA (6)TAKVE SIMMETRI^NA I POLOVITELXNO OPREDELENA.d O K A Z A T E L X S T W O . sIMMETRIQ MATRICY a IZ (6) ESTX NEPOSRED-STWENNOE SLEDSTWIE SIMMETRII BILINEJNOJ FORMY a(u; v), W SILU KOTO-ROJ a('k; 'l) = a('l; 'k): dOKAVEM POLOVITELXNU@ OPREDELENNOSTX (A,SLEDOWATELXNO, I NEWYROVDENNOSTX) MATRICY a. pUSTX vn =Pnj=1 bj'j| PROIZWOLXNYJ \LEMENT IZ V n , A b = [b1; :::; bn]T | WEKTOR EGO KO\F-FICIENTOW. tAK KAKbTAb = nXk;l=1 a('k; 'l)bkbl = a nXk=1 bk'k; nXl=1 bl'l! = a(vh; vh) > 0;TO POLOVITELXNAQ OPREDELENNOSTX a USTANOWLENA. tEOREMA DOKAZANA.



36nEOTRICATELXNOSTX BILINEJNOJ FORMY (2.10) PRI WYPOLNENII USLO-WIJ (1.3) MY UVE OTME^ALI W PREDYDU]EJ LEKCII (SM.(2.12)), A POLOVI-TELXNOSTX BUDET DOKAZANA W LEKCII 11.iTAK, SISTEMA (4) ODNOZNA^NO RAZRE[IMA.nU A KAK REALXNO WYBIRATX V n ? w RE[ENII \TOGO WOPROSA I RASHO-DQTSQ KLASSI^ESKIE METODY rITCA I gALERKINA S METODOM KONE^NYH \LE-MENTOW. pRI KLASSI^ESKOM PODHODE W KA^ESTWE PROSTRANSTWA V n OBY^NOBERUTSQ PROSTRANSTWA ALGEBRAI^ESKIH ILI TRIGONOMETRI^ESKIH MNOGO-^LENOW KONE^NOJ STEPENI ILI KAKIE-LIBO DRUGIE SOWOKUPNOSTI FUNKCIJ,ZADANNYH NA I I UDOWLETWORQ@]IH GLAWNYM GRANI^NYM USLOWIQM.uDOWLETWORENIE GLAWNYM GRANI^NYM USLOWIQM | ODNA IZ PROBLEMKLASSI^ESKOGO PODHODA K METODAM rITCA I gALERKINA DLQ URAWNENIJS ^ASTNYMI PROIZWODNYMI PRI SKOLX-NIBUDX SLOVNOJ FORME OBLASTI,IBO POSTROENIE PODPROSTRANSTW V n, SODERVA]IH FUNKCII, DLQ KOTORYHWYPOLNENY GLAWNYE GRANI^NYE USLOWIQ NA KRIWOLINEJNOJ GRANICE, |NE TAKOE PROSTOE DELO. (rAZUMEETSQ, \TOJ PROBLEMY NE SU]ESTWUET WRASSMATRIWAEMOM NAMI SEJ^AS ODNOMERNOM SLU^AE.)wTORAQ PROBLEMA KLASSI^ESKOGO PODHODA | TRUDNOSTX SOSTAWLENIQSISTEMY rITCA{gALERKINA, SWQZANNAQ S TEM, ^TO KO\FFICIENTY \TOJSISTEMY WYRAVA@TSQ ^EREZ INTEGRALY, WY^ISLENIE KOTORYH, OSOBENNOPRI DWUH I BOLX[EM ^ISLE NEZAWISIMYH PEREMENNYH, TREBUET BOLX[OJZATRATY TRUDA.eSLI BAZIS W V n WYBRAN NE SLI[KOM UDA^NO (NAPRIMER, W RASSMAT-RIWAEMOM NAMI SLU^AE 'i = (1 � x)xi; i = 1; :::; n; A V n |LINEJNAQOBOLO^KA 'i ), TO MATRICA SISTEMY rITCA-gALERKINA STANOWITSQ PLOHOOBUSLOWLENNOJ, ^TO PRIWODIT K NAKOPLENI@ BOLX[OJ WY^ISLITELXNOJPOGRE[NOSTI PRI RE[ENII SISTEMY (4).pLOTNAQ ZAPOLNENNOSTX MATRICY SISTEMY rITCA-gALERKINA (OTSUT-STWIE BOLX[OGO ^ISLA NULEWYH \LEMENTOW) SOZDAET DOPOLNITELXNYETRUDNOSTI PRI RE[ENII SISTEMY, SWQZANNYE S BOLX[OJ ZATRATOJ TRUDA.wSE \TI PROBLEMY W ZNA^ITELXNOJ STEPENI UDAETSQ RE[ITX PRI KO-NE^NO\LEMENTNOJ REALIZACII METODOW rITCA I gALERKINA.2. pROSTRANSTWO KONE^NYH \LEMENTOWoSNOWNAQ IDEQ, OTLI^A@]AQ METOD KONE^NYH \LEMENTOW (mk|) OTDRUGIH REALIZACIJ METODOW rITCA I gALERKINA, SOSTOIT W SLEDU@]EM:



37OBLASTX, W KOTOROJ TREBUETSQ NAJTI RE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I, RAZBI-WAETSQ NA PODOBLASTI PROSTOJ FORMY, NAZYWAEMYE KONE^NYMI \LEMEN-TAMI, A W KA^ESTWE PROSTRANSTWA V n; W KOTOROM I]ETSQ PRIBLIVENNOERE[ENIE, BERETSQ PROSTRANSTWO TAK NAZYWAEMYH "KUSO^NYH FUNKCIJ",OPREDELQEMYH PO-SWOEMU NA KAVDOM KONE^NOM \LEMENTE I PREDSTAWLQ-@]IH SOBOJ TAM DOSTATO^NO PROSTYE FUNKCII, NAPRIMER, MNOGO^LENYNIZKOJ STEPENI.~TOBY POLU^ITX TAKOE KUSO^NOE PROSTRANSTWO, MY DOLVNY SNA^ALARAZBITX OBLASTX (W NA[EM SLU^AE OTREZOK I = [0; 1] ) NA KONE^NOE ^ISLO\LEMENTOW. nA RIS. 1 W KA^ESTWE PRIMERA IZOBRAVEN OTREZOK I, RAZBI-TYJ NA TRI \LEMENTA e(i); i = 1; 2; 3 ODINAKOWOJ DLINY h = 1=3 = mes e(i):kAVDOMU \LEMENTU�x = 0\LEMENTY � � �x = 1e(1) e(2) e(3)�0UZLY � � �3h h h1 2rIS. 1SOPOSTAWLQ@TSQ PRINADLEVA]IE EMU WYDELENNYE TO^KI, NAZYWAEMYEUZLAMI, KOTORYE IGRA@T WAVNU@ ROLX W KONE^NO\LEMENTNYH KONSTRUK-CIQH| ONI ISPOLXZU@TSQ PRI PARAMETRIZACII KONE^NO\LEMENTNOGO PRO-STRANSTWA. w PRIMERE, IZOBRAVENNOM NA RIS. 1, UZLAMI QWLQ@TSQ KONCY\LEMENTOW. iH ^ETYRE I PRONUMEROWANY ONI ^ISLAMI 0,1,2,3. oBOZNA-^IM KOORDINATY \TIH UZLOW ^EREZ xi = ih. tOGDAe(i) = fxjxi�1 6 x 6 xig; i = 1; 2; 3: (7)sOWOKUPNOSTX \LEMENTOW I UZLOW INOGDA NAZYWA@T KONE^NO\LEMENTNOJSETKOJ.o^EWIDNO, ^TO PROSTEJ[IM KUSO^NYM PROSTRANSTWOM QWLQETSQ PRO-STRANSTWO KUSO^NO-POSTOQNNYH FUNKCIJ, POSTOQNNYH NA KAVDOM \LE-MENTE. oDNA IZ TAKIH FUNKCIJ IZOBRAVENA NA RIS. 2. zDESX WERTIKALX-NYMI ^ERTO^KAMI OBOZNA^ENY GRANICY \LEMENTOW, A VIRNYMI TO^KAMI| UZLY. oDNAKO DLQ CELEJ PRIBLIVENNOGO RE[ENIQ RASSMATRIWAEMOJNAMI KRAEWOJ ZADA^I (1.1), (1.2) \TO PROSTRANSTWO NE PODHODIT, IBO



38KUSO^NO-POSTOQNNYE FUNKCII RAZRYWNY (SM. RIS. 2), W TO WREMQ KAKDLQ ISPOLXZOWANIQ W METODAH rITCA I gALERKINA KONE^NO\LEMENTNOEPROSTRANSTWO DOLVNO BYTX PODPROSTRANSTWOM H1(I); L@BAQ FUNKCIQKOTOROGO, KAK BUDET POKAZANO W LEKCII 11, NEPRERYWNA.
x� � �y

rIS. 2sLEDU@]IM PO SLOVNOSTI KUSO^NYM PROSTRANSTWOM QWLQETSQ PRO-STRANSTWO KUSO^NO-LINEJNYH, LINEJNYH NA KAVDOM \LEMENTE FUNKCIJ.nAS BUDUT INTERESOWATX TOLXKO PODPROSTRANSTWA NEPRERYWNYH FUNK-CIJ IZ \TOGO PROSTRANSTWA (SM. RIS. 3). qSNO, ^TO PROSTRANSTWOKUSO^NO-LINEJNYH NEPRERYWNYH FUNKCIJ QWLQETSQ PODPROSTRANSTWOMH1(I), IBO PROIZWODNAQ KUSO^NO-LINEJNOJ NEPRERYWNOJ FUNKCII ESTXKUSO^NO-POSTOQNNAQ FUNKCIQ I OBE \TI FUNKCII IME@T INTEGRIRUEMYJKWADRAT.
xy

rIS. 3kAKOWA RAZMERNOSTX \TOGO PROSTRANSTWA? eSLI OTREZOK I RAZBIT NAN \LEMENTOW, A DLQ ZADANIQ LINEJNOJ FUNKCII NA KAVDOM \LEMENTETREBUETSQ OPREDELENIE DWUH PARAMETROW, TO RAZMERNOSTX PROSTRANSTWA



39KUSO^NO-LINEJNYH (NE NEPRERYWNYH) FUNKCIJ ESTX 2N . tAK KAK NAS IN-TERESU@T NEPRERYWNYE FUNKCII, TO IZRASHODOWAW (N � 1) PARAMETROWNA UDOWLETWORENIE USLOWIJ NEPRERYWNOSTI W OB]IH DLQ PARY \LEMENTOWUZLAH (W UZLAH 1 I 2 NA RIS. 1), NAHODIM, ^TO RAZMERNOSTX PROSTRAN-STWA KUSO^NO-LINEJNYH, NEPRERYWNYH, LINEJNYH NA KAVDOM \LEMENTEFUNKCIJ ESTX 2N � (N � 1) = N + 1. eSLI NAS INTERESUET PODPRO-STRANSTWOH10 (I) PROSTRANSTWAH1(I); TO MY DOLVNY POTREBOWATX, ^TO-BY KUSO^NO-LINEJNYE FUNKCII OBRA]ALISX W NULX PRI H = 0 I H = 1.nA \TO UJDET E]E DWA PARAMETRA, TAK ^TO RAZMERNOSTX PROSTRANSTWAKUSO^NO-LINEJNYH, NEPRERYWNYH, LINEJNYH NA KAVDOM \LEMENTE I OB-RA]A@]IHSQ W NULX NA KONCAH OTREZKA I FUNKCIJ ESTX (N � 1).oBOZNA^IM ^EREZSh1 = nvh(x) 2 C(I)j vh(x)je(i) 2 P1(e(i)); i = 1; :::; No (8)PROSTRANSTWO KUSO^NO-LINEJNYH, NEPRERYWNYH, LINEJNYH NA KAVDOM\LEMENTE FUNKCIJ, KOTOROE BUDEM NAZYWATX KONE^NO\LEMENTNYM PRO-STRANSTWOM. zDESX vh(x) je(i) OBOZNA^AET SUVENIE FUNKCII vh(x), ZA-DANNOJ NA I, NA \LEMENT e(i) , A Pk(e(i)) | SUVENIE NA \LEMENT e(i)PROSTRANSTWA MNOGO^LENOW NE WY[E k-OJ STEPENI. kAK UVE OTME^ALOSX,Sh1 � H1(I) I ESLI OTREZOK I RAZBIT NA N \LEMENTOW ODINAKOWOJ DLINYh = 1=N , TO RAZMERNOSTX Sh1 , OBOZNA^AEMAQ dimSh1 = N + 1 = 1=h + 1:oBOZNA^IM �Sh1 = fvh(x) 2 Sh1 �� vh(0) = vh(1) = 0g:o^EWIDNO, ^TO �Sh1 � H10 (I), A dim �Sh1 = N � 1.pOSTROIM BAZISY W Sh1 I �Sh1 . dLQ \TOGO WWEDEM W RASSMOTRENIE FUNK-CI@ '̂(t) = � 1� jtj; jtj 6 1;0; jtj > 1: (9)|TA FUNKCIQ IZOBRAVENA NA RIS. 4; ONA KUSO^NO-LINEJNA I NEPRERYWNA.tOGDA SUVENIQ NA I FUNKCIJ'i(x) = '̂�xh � i� ; i = 0; 1; :::; N (10)



40LINEJNO-NEZAWISIMY I MOGUT BYTX PRINQTY ZA BAZIS W Sh1 . wID FUNKCIJ
x0�1 11yrIS. 4'i PRI N = 3 IZOBRAVEN NA RIS. 5.fUNKCII '0(x) I 'N (x) NE PRINADLEVAT �Sh1 TAK KAK '0(0) = 1, A'N (1) = 1. iSKL@^AQ IH IZ SOWOKUPNOSTI (10), NAHODIM, ^TO OSTAW[IHSQFUNKCIJ W (10) ROWNO STOLXKO, SKOLXKO NEOBHODIMO DLQ BAZISA W �Sh1 .oTMETIM DWA WAVNYH SWOJSTWA WWEDENNOGO BAZISA(10),(9):1. kAVDAQ BAZISNAQ FUNKCIQ 'i(x) OTLI^NA OT NULQ LI[X W OD-NOM UZLE KONE^NO\LEMENTNOJ SETKI, I EE ZNA^ENIE W \TOM UZLE RAWNOEDINICE.2. nOSITELX KAVDOJ BAZISNOJ FUNKCII 'i(x) MINIMALEN.eSLI vh(x) 2 Sh1|PROIZWOLXNAQ FUNKCIQ I vh(x) = PNj=0 cj'j(x)|EE RAZLOVENIE PO BAZISU, TO W SILU PERWOGO SWOJSTWA vh(xi) = ci, T.E.KO\FFICIENTY RAZLOVENIQ PO BAZISU | SUTX ZNA^ENIQ \TOJ FUNKCIIW UZLAH KONE^NO\LEMENTNOJ SETKI.sLEDSTWIEM WTOROGO SWOJSTWA QWLQETSQ OBRA]ENIE W NULX BOLX[IN-STWA PROIZWEDENIJ BAZISNYH FUNKCIJ. iMENNO, 'i(x)'j(x) � 0 PRIji � jj > 2. tEM SAMYM, ESLI WWESTI SKALQRNOE PROIZWEDENIE W Sh1 ,TO KAVDAQ IZ BAZISNYH FUNKCIJ BUDET ORTOGONALXNA BOLX[INSTWUOSTALXNYH. fUNKCIQ '0 NE BUDET ORTOGONALXNA TOLXKO '1, FUNKCIQ'N NE BUDET ORTOGONALXNA TOLXKO 'N�1 , A 'i; i = 1; :::; N � 1 , NE BU-DET ORTOGONALXNA TOLXKO 'i�1 I 'i+1. |TO SWOJSTWO BAZISNYH FUNKCIJOSOBENNO CENNO S TO^KI ZRENIQ POSTROENIQ MATRICY SISTEMY rITCA{gALERKINA, IBO W \TOM SLU^AE MATRICA BUDET IMETX O^ENX MNOGO NULE-WYH \LEMENTOW I OTPADAET NEOBHODIMOSTX WY^ISLQTX TE IZ NIH, KOTORYE



41ZAWEDOMO RAWNY NUL@.
x0 1 2 3e(1) e(2) e(3)1'0
x0 1 2 3e(1) e(2) e(3)1'1
x0 1 2 3e(1) e(2) e(3)1'2
x0 1 2 3e(1) e(2) e(3) 1'3

rIS. 5



423. kONE^NO\LEMENTNAQ APPROKSIMACIQpRIMENIM METOD gALERKINA K RE[ENI@ ZADA^I (1.1), (2.21) S ISPOLX-ZOWANIEM KONE^NO\LEMENTNOGO PROSTRANSTWA Sh1 , OPREDELQEMOGO SOOTNO-[ENIEM (8).nAPOMNIM WARIACIONNU@ FORMULIROWKU \TOJ ZADA^I: SREDI FUNKCIJPROSTRANSTWA ~H1(I), OPREDELQEMOGO SOOTNO[ENIEM (2.25), NAJTI TAKU@FUNKCI@ u(x), KOTORAQ PRI L@BYH v 2 ~H1(I) UDOWLETWORQET URAWNENI@a(u; v) = l(v) (ZDESX MY WWELI NOWYE OBOZNA^ENIQ, OPUSTIW INDEKSY "1"U BILINEJNOJ I LINEJNOJ FORM), GDE SOGLASNO FORMULAM (2.23), (2.24),(2.10), (2.11) a(u; v) = Z 10 (pu0v0 + quv)dx + {u(1)v(1);l(v) = Z 10 fvdx + gv(1): (11)bOLEE KOROTKO SKAZANNOE MOVNO ZAPISATX TAK: NAJTIu(x) 2 ~H1(I) : a(u; v) = l(v) 8v 2 ~H1(I): (12)wWEDEM W RASSMOTRENIE PROSTRANSTWO~Sh1 = fvh(x) 2 Sh1 jvh(0) = 0g; (13)GDE Sh1 OPREDELQETSQ SOOTNO[ENIEM (8). o^EWIDNO, ^TO ~Sh1 2 eH1(I),dim ~Sh1 = N , A BAZIS W NEM OPREDELQ@T FUNKCII (10), (9) S i = 1; 2; : : : ; N .kONE^NO\LEMENTNOE RE[ENIE uh(x) ZADA^I (12), QWLQ@]EESQ GALER-KINSKIM RE[ENIEM \TOJ ZADA^I, SOGLASNO (5) OPREDELQETSQ IZ USLOWIJ:uh(x) 2 ~Sh1 : a(uh; vh) = l(vh) 8vh 2 ~Sh1 : (14)oTS@DA PRIHODIM K SISTEME URAWNENIJNXl=1 a('l; 'k)ul � l('k) = 0; k = 1; :::; N; (15)



43GDE ^EREZ ul (WMESTO cl) OBOZNA^ENY KO\FFICIENTY RAZLOVENIQ PRIBLI-VENNOGO RE[ENIQ uh(x) 2 ~Sh1 PO BAZISU, T.E. uh(x) =Pnl=1 ul'l(x): tAKOEPEREOBOZNA^ENIE STANOWITSQ WPOLNE ESTESTWENNYM�), ESLI PRINQTX WOWNIMANIE PERWOE SWOJSTWO BAZISNYH FUNKCIJ (10), (9), W SILU KOTOROGOuj QWLQETSQ ZNA^ENIEM uh(x) W UZLE SETKI, T.E. uh(xj) = uj .pRINIMAQ WO WNIMANIE WTOROE SWOJSTWO BAZISNYH FUNKCIJ, NAHODIM,^TO a('i; 'j) = 0 PRI ji� jj > 1 I, SLEDOWATELXNO, SISTEMA (15) PREOBRA-ZUETSQ K WIDUa('1; '1)u1 + a('1; '2)u2 = l('1);a('i; 'i�1)ui�1 + a('i; 'i)ui + a('i; 'i+1)ui+1 = l('i); i = 2; :::; N � 1;a('N ; 'N�1)uN�1 + a('N ; 'N )uN = l('N ): (16)oTMETIM, ^TO MATRICA SISTEMY (16) IMEET LI[X TRI NENULEWYH DIAGO-NALI I W \TOM OTNO[ENII BLIZKA K MATRICE SISTEMY URAWNENIJ METODAKONE^NYH RAZNOSTEJ.wY^ISLIM EE KO\FFICIENTY. s U^ETOM (9)-(11), IMEEM:a('i; 'i+1) = Z xi+1xi �p'0i'0i+1 + q'i'i+1� dx;a('i; 'i) = Z xi+1xi�1 �p('0i)2 + q'2i � dx; i = 1; 2; :::; N � 1;a('N ; 'N ) = Z 11�h �p('0N )2 + q'2N � dx+ {;a l('i) = Z xi+1xi�1 f'idx; i = 1; : : : ; N � 1; l('N ) = Z 11�h f'Ndx+ g:�)bOLEE ESTESTWENNYM BYLO BY WMESTO uj PISATX uhj , IMEQ W WIDU, ^TO RE^X IDET OZNA^ENIQH W UZLAH PRIBLIVENNOGO RE[ENIQ. oDNAKO WERHNIJ INDEKS h MY PREDPO^I-TAEM NE PISATX IZ-ZA ^REZMERNOJ GROMOZDKOSTI POLU^A@]IHSQ WYRAVENIJ. ~TOBYNE PUTATX uj SO ZNA^ENIQMI TO^NOGO RE[ENIQ u(x) W UZLAH SETKI DLQ POSLEDNIH BUDEMISPOLXZOWATX TOLXKO OBOZNA^ENIE u(xj) I POMNITX, ^TO u(xj) 6= uj = uh(xj).



44pREOBRAZUEM \TI FORMULY PUTEM ZAMENY PEREMENNOJ INTEGRIROWA-NIQ t = x� xih = xh � i:dLQ WSQKOJ FUNKCII g(x) BUDEM PISATX g(x) = g(ht + xi) = ĝi(t):pRINIMAQ WO WNIMANIE (10), (9), NAHODIM, ^TOddx'i(x) = 1h ddt '̂(t) = 1h� 1; �1 < t < 0;�1; 0 < t < 1;ddx'i+1(x) = ddx '̂(xh � i� 1) = 1h ddt '̂(t� 1) = 1h ; 0 < t < 1;I, SLEDOWATELXNO,a('i; 'i+1) = Z 10 �� 1h p̂i(t) + hq̂i(t)'̂(t)'̂(t� 1)�dt;a('i; 'i) = Z 1�1 �1h p̂i(t) + hq̂i(t)'̂2(t)�dt; i = 1; :::; N � 1;a('N ; 'N ) = Z 0�1 �1h p̂N (t) + hq̂N (t)'̂2(t)�dt+ {;l('i) = h Z 1�1 f̂i(t)'̂(t)dt; i = 1; :::; N � 1;l('N ) = h Z 0�1 f̂N (t)'̂(t)dt+ g: (17)
wY^ISLENIQ MOVNO E]E NESKOLXKO PRODWINUTX, ESLI PREDPOLOVITX,^TO p(x) � p = const; q(x) � q = const; f(x) � f = const: tAK KAKZ 10 '̂(t)'̂(t� 1)dt = Z 10 t(1� t)dt = 16 ; Z 1�1 '̂2(t)dt = 2 Z 10 '̂2(t)dt = 23 ;A Z 1�1 '̂(t)dt = 1;



45TO OTS@DA I IZ (17) NAHODIM, ^TOa('i; 'i+1) = �ph + hq6 ; a('i; 'i) = 2ph + 2hq3 ; i = 1; :::; N � 1;a('N ; 'N ) = ph + hq3 + {;l('i) = hf; i = 1; :::; N � 1; l('N ) = h2 f + g: (18)s U^ETOM (18) SISTEMA (16) PRINIMAET WID:�2ph + 2hq3 �u1 + �� ph + hq6 �u2 = hf;��ph + hq6 �ui�1 + �2ph + 2hq3 �ui + ��ph + hq6 �ui+1 = hf;i = 2; :::; N � 1;��ph + hq6 �uN�1 +� ph + hq3 + {�uN = g + h2 f:(19)pREOBRAZUEM \TU SISTEMU, PODELIW PERWYE (N � 1) URAWNENIJ NA h.nESKOLXKO PEREGRUPPIROWAW SLAGAEMYE, BUDEM IMETX��p� h2q6 � 1h �ui+1 � uih � ui � ui�1h �+ qui = f; i = 1; 2; :::; N � 1;�p� h2q6 � uN � uN�1h + �{ + hq2 �uN = g + h2 f; (20)GDE u0 | NOWAQ NEIZWESTNAQ, OPREDELQEMAQ URAWNENIEM u0 = 0, KOTO-ROE MOVNO RASSMATRIWATX KAK APPROKSIMACI@ PERWOGO IZ GRANI^NYHUSLOWIJ (2.21). tOGDA PERWYE (N � 1) URAWNENIJ (20) PREDSTAWLQ@T SO-BOJ APPROKSIMACI@ URAWNENIQ (1.1), A POSLEDNEE IZ URAWNENIJ (20) |APPROKSIMACI@ WTOROGO IZ GRANI^NYH USLOWIJ (2.21).



464. nEODNORODNYE GRANI^NYE USLOWIQ PERWOGO RODApUSTX GLAWNOE GRANI^NOE USLOWIE IZ (2.21) QWLQETSQ NEODNORODNYMu(0) = g: (21)dLQ TOGO, ^TOBY SFORMULIROWATX WARIACIONNU@ ZADA^U, OTWE^A@]U@DIFFERENCIALXNOJ ZADA^E (1.1), (2.21),(21), WWEDEM AFFINNOE MNOGOOB-RAZIE eH1E(I) = �v 2 H1(I) �� v(0) = g	 :tOGDA INTERESU@]AQ NAS WARIACIONNAQ ZADA^A PRIMET WID: NAJTIu 2 eH1E(I) : a(u; v) = l(v) 8 v 2 eH1(I);GDE a(u; v) I l(v) TE VE, ^TO I DLQ ZADA^I (1.1), (2.21), I ZADA@TSQ SO-OTNO[ENIQMI (11). pRIBLIVENNOE RE[ENIE TEPERX NUVNO ISKATX SREDIFUNKCIJ eH1E(I)TSh1 , T.E.uh 2 eH1E(I)\Sh1 : a(uh; vh) = l(vh) 8 vh 2 eSh1 : (22)z A M E ^ A N I E 2. o^EWIDNO, ^TO ZADA^A (22) \KWIWALENTNA SLEDU-@]EJ ZADA^E: NAJTI uh 2 Sh1 TAKU@, ^TOuh(0) = g; a(uh; vh) = l(vh) 8 vh 2 eSh1 : (23)iZ (23) SLEDUET, ^TO uh(x) = g'0(x) + ~uh(x), GDE~uh(x) 2 eSh1 : a(~uh; vh) = l(vh) � ga('0; vh) 8 vh 2 eSh1 :pOSKOLXKU ~uh = NPl=1ul'l(x), GDE ul = uh(xl) = ~uh(xl), TO DLQ OTYSKANIQul IMEEM SISTEMU (15) S ZAMENOJ PERWOGO URAWNENIQ NA URAWNENIENXl=1 a('l; '1)ul � l('1) + ga('0; '1) = 0:



475. uPRAVNENIQ1. pOKAZATX, ^TO ESLI KO\FFICIENTY RAZLOVENIQ (2) QWLQ@TSQ RE[E-NIEM SISTEMY (4), TO (2) UDOWLETWORQET (5).2. nAJTI GALERKINSKOE IZ V 2 RE[ENIE ZADA^I�u00 = x; 0 < x < 1; u(0) = 0; u0(1) = 0; (21)GDE V 2 ESTX LINEJNAQ OBOLO^KA FUNKCIJ x I x2 .3. nAJTI GALERKINSKOE IZ V 3 RE[ENIE ZADA^I�u00 = x; 0 < x < 1; u(0) = u(1) = 0;GDE V 3 ESTX LINEJNAQ OBOLO^KA FUNKCIJ sin(k�x) PRI k = 1; 2; 3.4. pOKAZATX, ^TO SISTEMA FUNKCIJ (10),(9) LINEJNO-NEZAWISIMA.5. nAJTI KONE^NO\LEMENTNOE IZ ~Sh1 RE[ENIE ZADA^I (21), GDE ~Sh1 |PROSTRANSTWO KUSO^NO-LINEJNYH, NEPRERYWNYH, LINEJNYH NA [0; 12 ] I NA[12 ; 1] FUNKCIJ.6. rASSMATRIWAQ SISTEMU URAWNENIJ (19) KAK RAZNOSTNU@ SHEMU, AP-PROKSIMIRU@]U@ ZADA^U (1.1), (2.21) S POSTOQNNYMI KO\FFICIENTAMI,POKAZATX, ^TO EE POGRE[NOSTX APPROKSIMACII ESTX O(h2) KAK DLQ URAW-NENIQ, TAK I DLQ GRANI^NOGO USLOWIQ.7. uSTANOWITX TO VE SAMOE, ^TO I W ZADA^E 6, DLQ SISTEMY (16), (17).(w SLU^AE PEREMENNYH KO\FFICIENTOW.)



48lEKCIQ 4mk| | invenernyj podhod1. zADA^A O RASTQVENII STERVNQw PREDYDU]EJ LEKCII MY IZLOVILI METOD KONE^NYH \LEMENTOW KAKMETOD gALERKINA W SPECIALXNOM KONE^NOMERNOM PROSTRANSTWE Sh1 . nE-BEZYNTERESNYM DLQ PONIMANIQ SUTI METODA I EGO ALGORITMI^ESKIH WOZ-MOVNOSTEJ BUDET TAKVE ZNAKOMSTWO S PODHODOM K NEMU INVENEROW. {I-ROKOE ISPOLXZOWANIE W INVENERNOM PODHODE MATRI^NOGO FORMALIZMAWESXMA POLEZNO PRI WYPOLNENII KONKRETNYH WY^ISLENIJ.dLQ ILL@STRACII \TOGO PODHODA RASSMOTRIM PRIMER ZADA^I O RASTQ-VENII ODNORODNOGO STERVNQ POSTOQNNOGO SE^ENIQ POD DEJSTWIEM SOBST-WENNOGO WESA. bUDEM S^ITATX, ^TO STERVENX WERTIKALXNO PODWE[EN ZAODIN KONEC, A WTOROJ EGO KONEC SWOBODEN (SM. RIS. 1.).
xrIS. 1mATEMATI^ESKI ZADA^A FORMULIRUETSQ W WIDE SME[ANNOJ ZADA^I (1.1),(2.21) S p(x) = E; q(x) = 0; f(x) = G; { = g = 0; (1)GDE e | MODULX `NGA, G | WES EDINICY OB_EMA, A u | PEREME]ENIETO^KI STERVNQ S KOORDINATOJ x W REZULXTATE RASTQVENIQ. (pREDPOLA-GAETSQ, ^TO ISHODNAQ DLINA STERVNQ RAWNA EDINICE.) iMENNO�Eu00 = G; 0 < x < 1; u(0) = 0; u0(1) = 0: (2)



49|KWIWALENTNAQ ZADA^A O MINIMIZACII FUNKCIONALA (2.13) PREDSTAWLQETSOBOJ FORMULIROWKU PRINCIPA MINIMUMA POLNOJ POTENCIALXNOJ \NER-GII �(u) = 12 Z 10 �(x)"(x)dx � Z 10 Gudx; (3)GDE "(x) = du=dx | OTNOSITELXNOE UDLINENIE (PRODOLXNAQ DEFORMA-CIQ), �(x) = E"(x) = Edu=dx| NATQVENIE (NAPRQVENIE, W NORMALXNOMK OSI STERVNQ SE^ENII). oBOZNA^IM E]E ^EREZw(x) = 12�(x)"(x) = 12E (du=dx)2 (4)PLOTNOSTX \NERGII DEFORMACII.bUDEM RE[ATX \TU ZADA^U PRIBLIVENNO. dLQ \TOGO RAZOBXEM STER-VENX TO^KAMI xi = ih; h = 1=N; NA N KONE^NYH \LEMENTOW RAWNOJDLINY I BUDEM S^ITATX, ^TO NA KAVDOM KONE^NOM \LEMENTE e(i) PRI-BLIVENNOE RE[ENIE PREDSTAWLQETSQ LINEJNOJ FUNKCIEJ. tEM SAMYM,DLQ OPREDELENIQ PRIBLIVENNOGO RE[ENIQ NA \LEMENTE DOSTATO^NO ZA-DATX EGO ZNA^ENIQ W DWUH TO^KAH. pUSTX \TI TO^KI| UZLY \LEMENTA|SUTX EGO KONCY, T.E. xi�1 I xi. oBOZNA^IM PRIBLIVENNOE RE[ENIE ^EREZuh(x); A EGO ZNA^ENIQ W UZLAH xi | ^EREZ ui. o^EWIDNO, ^TO NA KONE^NOM\LEMENTE e(i) uh(x) = ui�1'(i)i�1 + ui'(i)i ; x 2 e(i); (5)GDE '(i)i�1 = (xi � x)h ; '(i)i = (x � xi�1)h (6)| TAK NAZYWAEMYE FUNKCII FORMY KONE^NOGO \LEMENTA (SM. RIS.2).1 1rIS. 2� � � �xi�1 xi xi�1 xie(i) e(i)'(i)i�1 '(i)i



50oTMETIM, ^TO NA SWQZX FUNKCII FORMY '(i)j S \LEMENTOM e(i) UKAZY-WAET EE NADSTRO^NYJ INDEKS, POME]ENNYJ W KRUGLYE SKOBKI. tO^NO TAKVE MARKIRUETSQ I SAM \LEMENT e(i) . dOGOWORIMSQ I WPREDX SWQZX KAKIH-LIBO OB_EKTOW S \LEMENTOM e(i) OBOZNA^ATX NADSTRO^NYM INDEKSOM i,POME]ENNYM W KRUGLYE SKOBKI.pUSTX u(i) = [ui�1ui]T (7)| WEKTOR ZNA^ENIJ PRIBLIVENNOGO RE[ENIQ W UZLAH \LEMENTA e(i) (WEK-TOR UZLOWYH ZNA^ENIJ \LEMENTA e(i)), A�(i) = h'(i)i�1'(i)i i (8)| MATRICA FUNKCIJ FORMY \TOGO \LEMENTA. iSPOLXZUQ PRAWILO UMNO-VENIQ MATRICY NA WEKTOR, SOOTNO[ENIE (5) PEREPI[EM W WIDEuh(x) = �(i)u(i); x 2 e(i): (9)pODSTAWIM PRIBLIVENNOE RE[ENIE uh(x) W FUNKCIONAL � POLNOJ PO-TENCIALXNOJ \NERGII (3). dLQ \TOGO PREDSTAWIM SNA^ALA POSLEDNIJ WWIDE SUMMY FUNKCIONALOW, KAVDYJ IZ KOTORYH OPREDELEN NA SWOEM \LE-MENTE �(uh) = NXi=1�(i)(uh); (10)GDE S U^ETOM (4) �(i)(uh) = Ze(i) w(i)dx � Ze(i) Guhdx:w SILU (9), (8), (6) OTNOSITELXNOE UDLINENIE "(i)(x) = duh(x)=dxPREDSTAWLQETSQ W WIDE "(i)(x) = (d�(i)=dx)u(i) , GDEddx�(i) = 1h [�1 1]; (11)



51A NATQVENIE �(i) = E"(i) = E(d�(i)=dx)u(i) I, SLEDOWATELXNO, PLOTNOSTX\NERGII DEFORMACII NA \LEMENTE e(i) ESTXw(i) = 12�(i)"(i) = 12(�(i))T "(i) = 12 �Ed�(i)dx u(i)�T �d�(i)dx u(i)� == 12u(i)T �d�(i)dx �T E �d�idx �u(i):oTS@DA �(i)E (uh) := Ze(i) w(i)dx = 12u(i)TK(i)u(i);GDEK(i) == Ze(i) �d�(i)dx �T E �d�(i)dx �dx = Ze(i) 1h ��11 �E 1h [�1 1]dx = Eh � 1 �1�1 1 �(12)| MATRICA VESTKOSTI \LEMENTA.dALEE, TAK KAK �(i)u(i) = u(i)T�(i)T , TO�(i)G (uh) := Ze(i) Guhdx = u(i)TF (i);GDE F (i) = Ze(i) G�(i)Tdx = Gh Ze(i) � xi � xx� xi�1 � dx = Gh � 1=21=2� (13)| WEKTOR NAGRUZKI (UZLOWYH SIL) \LEMENTA.iTAK, WKLAD W POLNU@ POTENCIALXNU@ \NERGI@ STERVNQ SO STORONY\LEMENTA e(i)�(i)(uh) := �(i)E (uh) � �(i)G (uh) = 12u(i)TK(i)u(i) � u(i)TF (i) (14)NA PRIBLIVENNOM RE[ENII PREDSTAWLQET SOBOJ KWADRATI^NU@ FORMUEGO UZLOWYH ZNA^ENIJ.



522. sBORKApODSTAWIM (14) W (10). dLQ \TOGO USTANOWIM SNA^ALA SWQZX MEVDUWEKTOROM UZLOWYH ZNA^ENIJ u(i) \LEMENTA I POLNYM (GLOBALXNYM) WEK-TOROM UZLOWYH ZNA^ENIJU(f) = [u0; u1; :::; uN ]T : (15)(sMYSL PODSTRO^NOGO INDEKSA (f) BUDET OB_QSNEN ^UTX POZVE.) lEGKOPROWERITX, ^TO u(i) = S(i)U(f); (16)GDE S(i) | PRQMOUGOLXNAQ 2 � (N + 1) MATRICA WIDAS(i) = � 0 ::: 0 1 0 0 ::: 00 ::: 0| {z } 0 1 0 ::: 0| {z } � ; (17)i� 1 N � iINOGDA NAZYWAEMAQ MATRICEJ KINEMATI^ESKIH SWQZEJ. s U^ETOM (16)SOOTNO[ENIE (14) PRINIMAET WID�(i)(uh) = 12UT(f)S(i)TK(i)S(i)U(f) �UT(f)S(i)TF (i):pODSTAWLQQ \TO PREDSTAWLENIE W (10), NAJDEM, ^TO�(uh) = 12UT(f)K(f)U(f) �UT(f)F(f); (18)GDE K(f) = NXi=1 S(i)TK(i)S(i) (19)| GLOBALXNAQ MATRICA VESTKOSTI , AF(f) = NXi=1 S(i)TF (i) (20)| GLOBALXNYJ WEKTOR NAGRUZKI.



53iZ (18) SLEDUET, ^TO ZNA^ENIE POTENCIALXNOJ \NERGII NA PRIBLIVEN-NOM RE[ENII ESTX KWADRATI^NAQ FUNKCIQ (N + 1) PEREMENNYHu0; u1; :::; uN, USLOWIEM MINIMUMA KOTOROJ QWLQETSQ OBRA]ENIE W NULXEE PERWYH PROIZWODNYH. wYPOLNQQ TREBUEMYE DIFFERENCIROWANIQ IPRIRAWNIWAQ POLU^ENNYE WYRAVENIQ NUL@ S U^ETOM LEGKO PROWERQEMOJSIMMETRII K(f) POLU^IM SISTEMU URAWNENIJK(f)U(f) = F(f): (21)pOSPE[IM OGOWORITXSQ, ^TO \TO E]E NE TA SISTEMA, RE[ENIE KOTOROJDAET PRIBLIVENNOE RE[ENIE NA[EJ ZADA^I.�) dELO W TOM, ^TO W PROWE-DENNYH NAMI RASSUVDENIQH NIGDE NE DELALOSX RAZLI^IJ MEVDU KONE^-NYMI \LEMENTAMI (^TO O^ENX WAVNO S ALGORITMI^ESKOJ TO^KI ZRENIQ)I PO\TOMU MY, WOOB]E GOWORQ, NE MOGLI U^ESTX USLOWIQ ZAKREPLENIQ NAKONCAH STERVNQ. sDELAEM \TO SEJ^AS.sOGLASNO USLOWIQM ZADA^I (2), ISKOMOE RE[ENIE DOLVNO PRINIMATXNULEWOE ZNA^ENIE PRI x = x0 = 0: pO WWEDENNOJ NAMI WO WTOROJ LEK-CII TERMINOLOGII \TO GLAWNOE GRANI^NOE USLOWIE, I ONO DOLVNO BYLOBYTX U^TENO DO TOGO, KAK MY PRISTUPILI K MINIMIZACII FUNKCIONALA.pOSKOLXKU MY \TOGO NE SDELALI, TO NEIZWESTNAQ u0 FIGURIROWALA KAKSWOBODNAQ I PRI POLU^ENII SISTEMY (21) PO NEJ PROWODILOSX DIFFE-RENCIROWANIE FUNKCII (18) S PRIRAWNIWANIEM PROIZWODNOJ NUL@. iZSKAZANNOGO SLEDUET, ^TO POLU^ENNOE TAKIM SPOSOBOM URAWNENIE NE SO-OTWETSTWUET DEJSTWITELXNOSTI I DOLVNO BYTX OTBRO[ENO. wMESTO NEGODOLVNO BYTX POSTAWLENO USLOWIE u0 = 0. w SILU TRIWIALXNOSTI \TOGOURAWNENIQ NEIZWESTNAQ u0 WOOB]E MOVET BYTX ISKL@^ENA IZ PREOBRA-ZOWANNOJ UKAZANNYM SPOSOBOM SISTEMY (21), POSLE ^EGO EE PORQDOK STA-NET RAWNYM N . oBRA]AQSX KO WTOROMU GRANI^NOMU USLOWI@ ZADA^I (2),KONSTATIRUEM, ^TO ONO QWLQETSQ ESTESTWENNYM I NE WNOSIT NIKAKIH WOZ-MU]ENIJ W INTEGRAL \NERGII (3). sLEDOWATELXNO, NIKAKIH IZMENENIJ,�)iMENNO OB \TOM DOLVEN NAPOMINATX WWEDENNYJ RANEE, NO NE OB_QSNENNYJ, POD-STRO^NYJ INDEKS (f) | "FLAVOK". wSQKIJ, KOMU DOWODILOSX NAHODITXSQ NA LETNOMPOLE A\RODROMA W OVIDANII POSADKI NA SAMOLET, MOG WIDETX STOQ]IE RQDOM NA PRED-POLETNOM OBSLUVIWANII SAMOLETY S RAZWEWA@]IMISQ NA NIH KRASNYMI LENTO^KAMI.|TI LENTO^KI WYWE[IWA@TSQ U WSEWOZMOVNYH L@KOW, OTKRYTYH DLQ PROWEDENIQ RA-BOT, W MESTAH PRISOEDINENIQ [LANGOW I PROWODOW. iH NAZNA^ENIE | SIGNALIZI-ROWATX O NEGOTOWNOSTI SAMOLETA K WZLETU. wWEDENNYJ NAMI "FLAVOK" (f) TAKVEDOLVEN SIGNALIZIROWATX O NEGOTOWNOSTI SISTEMY K RE[ENI@.



54SWQZANNYH S \TIM GRANI^NYM USLOWIEM, WNOSITX NE NUVNO NI W MATRICUK(f), NI W WEKTOR F(f) .iTAK, PUSTX kij; i; j = 0; 1; :::; N | \LEMENTY MATRICY K(f),F(f) = [f0:::fN ]T = [f0F T ]T ;a k0 = [k01k02:::k0N ]T :tOGDA SISTEMU (21) MOVNO PEREPISATX W WIDE� k00 kT0k0 K ��u0U � = � f0F � ; (22)GDE k | MATRICA S \LEMENTAMI kij; i; j = 1; 2; :::; N; a U = [u1:::uN ]T .iZ (22) NAHODIM, ^TO k00u0 + kT0 U = f0;k0u0 +KU = F :pERWOE IZ \TIH URAWNENIJ DOLVNO BYTX OTBRO[ENO, A OSTALXNYE MOGUTBYTX PEREPISANY W WIDEKU = F �k0u0: nO u0 = 0 I SISTEMA URAWNENIJDLQ OTYSKANIQ PRIBLIVENNOGO RE[ENIQ OKON^ATELXNO PRINIMAET WIDKU = F : (23)3. pRIMER REALIZACIIpOKAVEM, ^TO SISTEMA (23) S U^ETOM (1) SOWPADAET S SISTEMOJ (3.19).dLQ \TOGO PROWEDEM WY^ISLENIQ, PREDUSMOTRENNYE FORMULAMI (19), (20).pOLOVIM DLQ PROSTOTY N=3. w \TOM SLU^AEU(f) = [u0u1u2u3]T ;u(1) = [u0u1]T ; u(2) = [u1u2]T ; u(3) = [u2u3]T ;AS(1) = �1 0 0 00 1 0 0 � ; S(2) = � 0 1 0 00 0 1 0 � ; S(3) = � 0 0 1 00 0 0 1 � :



55pROIZWEDQ WY^ISLENIQ S ISPOLXZOWANIEM PRAWILA PEREMNOVENIQ MAT-RIC, NAJDEM, ^TODLQ \LEMENTA e(1):Eh K(1)� 1 �1�1 1 � S(1)� 1 0 0 00 1 0 0 � = Eh K(1)S(1)� 1 �1 0 0�1 1 0 0�;S(1)T2641 00 10 00 0375Eh K(1)S(1)� 1 �1 0 0�1 1 0 0 � = Eh S(1))TK(1)S(1)264 1 �1 0 0�1 1 0 00 0 0 00 0 0 0375;DLQ \LEMENTA e(2):Eh K(2)� 1 �1�1 1 � S(2)� 0 1 0 00 0 1 0 � = Eh K(2)S(2)� 0 1 �1 00 �1 1 0�;S(2)T2640 01 00 10 0375Eh K(2)S(2)�0 1 �1 00 �1 1 0 � = Eh S(2)TK(2)S(2)264 0 0 0 00 1 �1 00 �1 1 00 0 0 0375;DLQ \LEMENTA e(3):Eh K(3)� 1 �1�1 1 � S(3)� 0 0 1 00 0 0 1 � = Eh K(3)S(3)� 0 0 1 �10 0 �1 1�;S(3)T2640 00 01 00 1375Eh K(3)S(3)�0 0 1 �10 0 �1 1 � = Eh S(3)TK(3)S(3)264 0 0 0 00 0 0 00 0 1 �10 0 �1 1375:dALEE



56K(f) = 3Xi=1 S(i)TK(i)S(i) = Eh 264 1 �1 0 0�1 1 + 1 �1 00 �1 1 + 1 �10 0 �1 1 375 ;S(1)T264 1 00 10 00 0375Gh F (1)� 1=21=2 �+ S(2)T264 0 01 00 10 0375Gh F (2)� 1=21=2 �+ S(3)T2640 00 01 00 1375Gh F (3)� 1=21=2� = Gh F(f)264 1=2111=2375:u^ET GLAWNOGO GRANI^NOGO USLOWIQ PRI x = 0 I POSLEDU@]EE ISKL@-^ENIE u0 PRIWODIT K SISTEMEEh 24 2 �1 0�1 2 �10 �1 13524u1u2u3 35 = Gh24 111=235 ; (24)KOTORAQ SOWPADAET S POSTROENNOJ NA PREDYDU]EJ LEKCII SISTEMOJ (3.19),ESLI W POSLEDNEJ POLOVITX N=3 I PRINQTX (1).4. uPRAVNENIQ1. wYPISATX SISTEMU (23) W WIDE, ANALOGI^NOM (24), DLQ SLU^AQ NE-RAWNOMERNOJ SETKI, T.E. DLQ TOGO SLU^AQ, KOGDA KAVDYJ \LEMENT e(i)IMEET SWO@ DLINU, RAWNU@ h(i) .2. pUSTX �(i)q (uh) = Re(i) q(uh)2dx = u(i)TM (i)u(i): dOKAZATX, ^TOMATRICA M (i), NAZYWAEMAQ MATRICEJ MASSY, IMEET WIDM (i) = hq � 1=3 1=61=6 1=3 � :



57lEKCIQ 5tehnologiq mk|1. oT \LEMENTA...nA PREDYDU]IH DWUH LEKCIQH DLQ ZADA^I (1.1), (2.21) NAMI BYLI PO-STROENY URAWNENIQ mk| DWUMQ RAZLI^NYMI SPOSOBAMI: SPECIALXNOJ("KUSO^NOJ") REALIZACIEJ METODA gALERKINA I PRI POMO]I \WRISTI^ES-KIH PO\LEMENTNYH RASSUVDENIJ. oB]IM U \TIH SPOSOBOW BYLO TO, ^TOPRIBLIVENNOE RE[ENIE NA KAVDOM \LEMENTE BYLO LINEJNYM, A UZLY RAS-POLAGALISX W KONCAH \LEMENTOW. |TOGO OKAZALOSX DOSTATO^NO DLQ TOGO,^TOBY OBA SPOSOBA PRIWELI K ODNIM I TEM VE URAWNENIQM I ODNOMU ITOMU VE PRIBLIVENNOMU RE[ENI@. oB_QSNQETSQ \TO TEM, ^TO WTOROJSPOSOB NA SAMOM DELE NE WYHODIT ZA RAMKI SPECIALXNOJ ("KUSO^NOJ")REALIZACII METODA rITCA, IBO PRINQTOE TAM PREDSTAWLENIE PRIBLI-VENNOGO RE[ENIQ NA \LEMENTE PRIWELO K EGO (RE[ENIQ ) NEPRERYWNOSTI( A, SLEDOWATELXNO, I PRINADLEVNOSTI H1(I)) NA WSEM OTREZKE.k \TOMU SPOSOBU MOVNO BYLO BY PRIJTI I DRUGIM SPOSOBOM, ISPOLX-ZUQ SLEDU@]IE RASSUVDENIQ. eSLI I = SNi=1 e(i), TO PUSTXa(u; v) = NXi=1 a(i)(u; v); l(v) = NXi=1 l(i)(v); (1)GDE a(i)(u; v) I l(i)(v) | SUVENIQ BILINEJNOJ I LINEJNOJ FORM NA \LE-MENT e(i), T.E., NAPRIMER, l(i)(v) = Re(i) fvdx. w SILU (3.6)A � K = [a('k; 'l)]n1 = " NXi=1 a(i)('k; 'l)#n1 = NXi=1 ha(i)('kje(i); 'lje(i))in1 ;(2)GDE 'kje(i) | SUVENIE BAZISNOJ FUNKCII 'k NA \LEMENT e(i). sOBEREMTEPERX WSE NENULEWYE SUVENIQ BAZISNYH FUNKCIJ 'k NA e(i), UPORQDO-^IM IH KAKIM-LIBO SPOSOBOM, NAPRIMER, PO WOZRASTANI@ k I OBOZNA^IM^EREZ '(i)p . bUDEM IH NAZYWATX BAZISNYMI FUNKCIQMI \LEMENTA e(i) ILI



58FUNKCIQMI FORMY \TOGO \LEMENTA. po FUNKCIQM FORMY '(i)p POSTROIMMATRICU K(i) = ha(i)('(i)p ; '(i)q )i ; (3)RAZMERNOSTX KOTOROJ BUDET RAWNA ^ISLU FUNKCIJ FORMY NA \LEMENTEe(i) . nAZOWEM MATRICU K(i) MATRICEJ VESTKOSTI \LEMENTA e(i) .dALEE, OBOZNA^IM WEKTOR PRAWOJ ^ASTI SISTEMY rITCA-gALERKINA(3.4) ^EREZ F , T.E. PUSTX F = [l('k)]n1 :kAK I WY[E S U^ETOM (1) NAHODIM, ^TOF = NXi=1 hl(i)('kje(i))in1 : (4)oTS@DA, ISPOLXZUQ '(i)p , POSTROIM WEKTORF (i) = hl(i)('(i)p )i (5)TOJ VE RAZMERNOSTI, ^TO I K(i), KOTORYJ NAZOWEM WEKTOROM NAGRUZKI\LEMENTA e(i) .sRAWNIM FORMULY (3) I (5) S (4.12), (4.13). dLQ \TOGO ZADADIMSQKONKRETNOJ REALIZACIEJ mk|, RASSMOTRENNOJ W LEKCII 3. w SILU (3.9),(3.10) NENULEWYE SUVENIQ NA \LEMENT e(i) = [xi�1; xi] BUDUT IMETX TOLX-KO DWE BAZISNYE FUNKCII 'i�1(x) I 'i(x). oBOZNA^AQ IH SUVENIQ NA e(i)^EREZ '(i)i�1(x) I '(i)i (x); PRIDEM K FUNKCIQM FORMY (4.6), WWEDENNYM NAPREDYDU]EJ LEKCII. uBEDIMSQ TEPERX W TOM, ^TO MATRICY (3) I (4.12),TAKVE KAK I WEKTORY (5) I (4.13), SOWPADA@T. dLQ \TOGO DOSTATO^NOPRINQTX WO WNIMANIE (4.8), (4.11) I TO, ^TO WKLAD W POTENCIALXNU@\NERGI@ DEFORMACII OT \LEMENTA e(i) NA PRIBLIVENNOM RE[ENII| WE-LI^INA �(i)E (uh), WWEDENNAQ NA PREDYDU]EJ LEKCII| ESTX NE ^TO INOE,KAK 12a(i)(uh; uh):sDELANNOE NABL@DENIE NAWODIT NA MYSLX WSEGDA NA^INATX POSTROE-NIE mk| S RASSMOTRENIJ NA \LEMENTE. tAK MY I BUDEM POSTUPATX.



592. tEHNOLOGIQ SBORKIgLOBALXNU@ MATRICU VESTKOSTI K(f) I GLOBALXNYJ WEKTOR NAGRUZKIF(f) W PREDYDU]EJ LEKCII MY POSTROILI PUTEM WY^ISLENIJ PO FORMU-LAM (4.19) I (4.20) S ISPOLXZOWANIEM MATRIC VESTKOSTI K(i) I WEKTOROWNAGRUZKI F (i) \LEMENTOW e(i) WKUPE S MATRICAMI KINEMATI^ESKIH SWQZEJS(i). sEJ^AS MY POKAVEM, KAK MOVNO (I NUVNO) STROITX K(f) I F(f) BEZPEREMNOVENIJ MATRIC I UMNOVENIJ MATRIC NA WEKTORY, PREDPISYWAE-MYH FORMULAMI (4.19), (4.20). rASSMOTRIM \TOT WOPROS PRIMENITELXNOK SITUACII BOLEE OB]EJ, ^EM IMELA MESTO W PREDYDU]EJ LEKCII, S TEM,^TOBY IZLAGAEMOJ PROCEDUROJ MOVNO BYLO POLXZOWATXSQ I W DALXNEJ-[EM.pUSTX v | WEKTOR, dimv | EGO RAZMERNOSTX, A v(k), k=1,..., dim v |EGO k-Q KOMPONENTA. aNALOGI^NO, PUSTX a(k; l) | \LEMENT MATRICY a,STOQ]IJ W K-J STROKE I W l-TOM STOLBCE.2.1. mATRICA KINEMATI^ESKIH SWQZEJ S(i) oPI[EM FORMALXNO MAT-RICU KINEMATI^ESKIH SWQZEJ S(i), T.E. MATRICU, USTANAWLIWA@]U@ SWQZXMEVDU WEKTOROM UZLOWYH ZNA^ENIJu(i) = hu(i)(1) : : : u(i)(dimu(i))iT\LEMENTA e(i) I GLOBALXNYM WEKTOROM UZLOWYH ZNA^ENIJU(f) = �U(f)(1) : : : U(f)(dimU(f))�TPO FORMULE u(i) = S(i)U(f): (6)~TOBY SOOTNO[ENIE (6) IMELO MESTO, MATRICA S(i) DOLVNA IMETX dimu(i)STROK I dimU(f) STOLBCOW. pUSTXu(i)(1)=U(f)(j(i)1 ); : : : ; u(i)(p)=U(f)(j(i)p ); : : : ; u(i)(dimu(i))= U(f)(j(i)dimu(i));(7)T.E. KOMPONENTA WEKTORA u(i) S NOMEROM p QWLQETSQ j(i)p -J KOMPONENTOJWEKTORA U(f): bUDEM NAZYWATX j(i)p GLOBALXNYM NOMEROM p-J KOMPONEN-TY WEKTORA u(i). iZ GLOBALXNYH NOMEROW KOMPONENT WEKTORA UZLOWYHZNA^ENIJ u(i) OBRAZUEM UPORQDO^ENNOE MNOVESTWO



60M(i) = �j(i)1 ; j(i)2 ; : : : ; j(i)p ; : : : ; j(i)dimu(i)� : (8)w SILU (6), (7)u(i)(p) = dimU(f)Xk=1 S(i)(p; k)U(f)(k) = U(f)(j(i)p )I, SLEDOWATELXNO, \LEMENTY p-J STROKI MATRICY S(i) SUTXS(i)(p; k) = �j(i)p ;k; (9)GDE �m;n = � 0; m 6= n;1; m = n| SIMWOL kRONEKERA. tAKIM OBRAZOM, W KAVDOJ STROKE MATRICY S(i)IMEETSQ ROWNO ODIN NENULEWOJ \LEMENT, RAWNYJ 1, A TAK KAK WSE j(i)p IZ(7),(8) RAZLI^NY , TO W KAVDOM STOLBCE \TOJ MATRICY SODERVITSQNE BOLEE ODNOGO NENULEWOGO \LEMENTA. sOOTNO[ENIQ (8), (9) POLNOSTX@ZADA@T MATRICU S(i). mATRICY S(i) BUDUT ISPOLXZOWANY NAMI DLQ PO-STROENIQ GLOBALXNOJ MATRICY VESTKOSTI K(f) I GLOBALXNOGO WEKTORANAGRUZKI F(f) PO FORMULAM (4.19), (4.20), KOTORYE OTNYNE PRIOBRETA@TBOLEE [IROKIJ SMYSL, ^EM TOT, KOTORYJ BYL W NIH ZALOVEN W PREDYDU-]EJ LEKCII.2.2. mATRICA S(i)TK(i)S(i): oPI[EM MATRICU S(i)TK(i)S(i) IZ (4.19).pO OPREDELENI@ PROIZWEDENIQ MATRIChK(i)S(i)i (p; l) = dimu(i)Xq=1 K(i)(p; q)S(i)(q; l);hS(i)TK(i)S(i)i (k; l) = dimu(i)Xp=1 S(i)T (k; p) hK(i)S(i)i (p; l) == dimu(i)Xp;q=1 S(i)T (k; p)K(i)(p; q)S(i)(q; l):



61nO S(i)T (k; p) = S(i)(p; k), A PRINIMAQ WO WNIMANIE E]E I (9), BUDEMIMETX hS(i)TK(i)S(i)i (k; l) = dimu(i)Xp;q=1 �j(i)p ;k�j(i)q ;lK(i)(p; q): (10)oTS@DA SLEDUET, ^TO ESLI LIBO k =2M(i) LIBO l =2M(i), TOhS(i)TK(i)S(i)i (k; l) = 0: (11)|TO OZNA^AET, ^TO NENULEWYE \LEMENTY MATRICY S(i)TK(i)S(i) MOGUTRASPOLAGATXSQ TOLXKO NA PERESE^ENIQH TEH STROK I STOLBCOW , NOMERAKOTORYH PRINADLEVAT MNOVESTWU M(i) IZ (8).dALEE, TAK KAK DWOJNAQ SUMMA W (10) MOVET IMETX LI[X NE BOLEE OD-NOGO OTLI^NOGO OT NULQ SLAGAEMOGO, TO KAVDYJ OTLI^NYJ OT NULQ \LE-MENT MATRICY S(i)TK(i)S(i) WYRAVAETSQ ^EREZ ODIN \LEMENT MATRICYK(i) (SOWPADAET S NIM). iMENNO, ESLI k; l 2 M(i), T.E. k = j(i)m ; l = j(i)n ,TO hS(i)TK(i)S(i)i (k; l) = K(i)(m;n): (12)iTAK, SOOTNO[ENIE (12) POZWOLQET POM(i) IK(i) STROITX S(i)TK(i)S(i)MINUQ NEPOSREDSTWENNOE PEREMNOVENIE MATRIC.2.3. mATRICA INDEKSOW. sOBEREM INFORMACI@ O MNOVESTWAH M(i)DLQ WSEH KONE^NYH \LEMENTOW (PREDPOLAGAQ,^TO WSE dimu(i) ODINAKOWY)W WIDE MATRICY, KOTORU@ BUDEM NAZYWATX MATRICEJ INDEKSOW I OBOZNA-^ATX ^EREZ L. rASPOLAGAQ \LEMENTY M(i) PO STOLBCU, BUDEM IMETX:L = 264 j(1)1 j(2)1 : : : j(N)1j(1)2 j(2)2 : : : j(N)2j(1)dimu(1) j(2)dimu(2) : : : j(N)dimu(N) 375 : (13)qSNO, ^TO L(p; i) = j(i)p ESTX GLOBALXNYJ NOMER W U(f) R-OJ KOMPONENTYWEKTORA u(i), T.E. (7) PRINIMAET WIDU(f) (L(p; i)) = u(i)(p): (14)



62sOOTNO[ENIQ (14) POLNOSTX@ ZADA@T MATRICU INDEKSOW (13).pRI POMO]I MATRICY INDEKSOW SOOTNO[ENIE (12) MOVNO PEREPISATXW SLEDU@]EM WIDE :K(i)(m;n) = hS(i)TK(i)S(i)i (L(m; i); L(n; i)) : (15)mY TEPERX MOVEM OPISATX WESX PROCESS FORMIROWANIQ (SBORKI) GLO-BALXNOJ MATRICY VESTKOSTI K(f). pOSKOLXKU, SOGLASNO (4.19), \LEMEN-TYK(f) OBRAZU@TSQ W REZULXTATE SLOVENIQ SOOTWETSTWU@]IH \LEMENTOWMATRIC S(i)TK(i)S(i), KOTORYE, W SWO@ O^EREDX LIBO QWLQ@TSQ NULQMI((SM.(11)), LIBO SOWPADA@T S \LEMENTAMI K(i) ( SM.(12)), TO PRI FORMI-ROWANII K(f) \LEMENT K(i)(m;n) LOKALXNOJ MATRICY VESTKOSTI KONE^-NOGO \LEMENTA e(i) DOLVEN STATX ADDITIWNOJ SOSTAWLQ@]EJ \LEMENTAK(f) (L(m; i); L(n; i)) GLOBALXNOJ MATRICY VESTKOSTI :K(i)(m;n)! K(f) (L(m; i); L(n; i)) : (16)pOPROSTU GOWORQ, GLOBALXNAQ MATRICA VESTKOSTI FORMIRUETSQ SLEDU@-]IM OBRAZOM: SNA^ALA OTWEDENNYJ DLQ NEE MASSIW ZAPOLNQETSQ NULQMI,A ZATEM, SOGLASNO(15), \LEMENTY LOKALXNYH MATRIC K(i)(m;n) PRIBAW-LQ@TSQ K ^ISLAM, RASPOLOVENNYM W POZICIQH (L(m; i); L(n; i)) :2.4. gLOBALXNYJ WEKTOR NAGRUZKI. ~TO KASAETSQ FORMIROWANIQGLOBALXNOGO WEKTORA NAGRUZKI F(f) IZ (4.20), TO TAK KAKhS(i)TF (i)i (k) = dimu(i)Xp=1 S(i)T (k; p)F (i)(p) = dimu(i)Xp=1 S(i)(p; k)F (i)(p) == dimu(i)Xp=1 �j(i)p ;kF (i)(p) = ( 0; k =2M(i)F (i)(p); k = j(i)p 2M(i) ;TO NENULEWYE KOMPONENTY S(i)TF (i) IME@T NOMERA, PERE^ISLENNYE WM(i), I SOWPADA@T S SOOTWETSTWU@]IMI KOMPONENTAMI F (i) SOGLASNO(14). oTS@DA F (i)(m)! F(f) (L(m; i)) : (17)



633. pRIMERpRIMENIM OPISANNU@ PROCEDURU SBORKI K POSTROENI@ MATRICY VEST-KOSTI K(f) I WEKTORA NAGRUZKI F(f), OTWE^A@]IH KONE^NO\LEMENTNOMURE[ENI@ ZADA^I (4.2) PRI POMO]I LINEJNYH KONE^NYH \LEMENTOW, RAS-SMOTRENNYH NA PREDYDU]EJ LEKCII. pUSTX, KAK I W PRIMERE IZ PREDY-DU]EJ LEKCII, OTREZOK [0,1] RAZBIT NA TRI \LEMENTA e(i) RAWNOJ DLINYh = 1=3 (SM.RIS. 1). pRINQTAQ NAMI RANEE NUMERACIQ UZLOW PO FORMULE0 1 2 31 2 3 4� � � �rIS. 1
e(1) e(2) e(3)\LEMENTYUZLYNOWAQNUMERACIQUZLOWxi = ih; i = 0; 1; 2; 3, TEPERX NAS NE USTRAIWAET, IBO ^TOBY ULOVITXSQ WFORMALXNU@ SHEMU, GLOBALXNYE NOMERA DOLVNY PRINIMATX ZNA^ENIQ OT1 DO dimU(f) = 4. pERENUMERUEM UZLY TAK, KAK \TO IZOBRAVENO NA RIS.1W KRUVO^KAH. nA \LEMENTE e(i) LOKALXNU@ NUMERACI@ UZLOW OSU]ESTWIMKAK IZOBRAVENO NA RIS. 2. 1 2� �rIS. 2e(i)w RASSMATRIWAEMOM PRIMERE N = 3; dimu(i) = 2, dimU(f) = 4. mAT-RICA VESTKOSTI I WEKTOR NAGRUZKI \LEMENTA ZADA@TSQ SOOTNO[ENIQMI(4.12), (4.13) SOOTWETSTWENNO . wYPI[EM MATRICU INDEKSOW. sOGLASNO(14) I RIS.1, 2 ONA IMEET SLEDU@]IJ WIDL = � 1 2 32 3 4 � : (18)



64sOOTNO[ENIQ (4.12), (4.13) I (18) POLNOSTX@ OPREDELQ@T K(f) I F(f).pOSTROIM IH. iZ (16), (17) SLEDUET, ^TO WKLAD MATRICY K(1) W K(f) IWEKTORA F (1) W F(f) OPREDELQETSQ \LEMENTAMI PERWOGO STOLBCA MATRICYINDEKSOW (18) I OSU]ESTWLQETSQ SLEDU@]IM OBRAZOM: \LEMENTK(1)(1; 1)SKLADYWAETSQ S \LEMENTOM IZ PERWOJ STROKI I PERWOGO STOLBCA FORMI-RUEMOJ MATRICY K(f), PERWONA^ALXNO SOSTOQ]EJ IZ ODNIH NULEJ, (ZA-PI[EM \TO TAK: (1; 1) ! (1; 1)), \LEMENT K(1)(2; 1) SKLADYWAETSQ S \LE-MENTOM IZ WTOROJ STROKI I PERWOGO STOLBCA (2; 1) ! (2; 1), A \LEMENTYK(1)(1; 2) I K(1)(2; 2) | S \LEMENTAMI PERWOJ I WTOROJ STROK SOOTWET-STWENNO IZ WTOROGO STOLBCA, T.E. (1; 2) ! (1; 2); (2; 2) ! (2; 2). aNALO-GI^NO OSU]ESTWLQETSQ WKLAD F (1) W F(f). sOBEREM SPISOK PEREME]ENIJ\LEMENTOW MATRICY K(1) I WEKTORA F (1) W TABLICU:(1; 1) ! (1; 1)(2; 1) ! (2; 1) (1; 2) ! (1; 2)(2; 2) ! (2; 2) (1) ! (1)(2) ! (2) :tEM SAMYM, MATRICA S(1)TK(1)S(1) I WEKTOR S(1)TF (1) IZ (4.19), (4.20)SUTX Eh 2664 1 �1 0 0�1 1 0 00 0 0 00 0 0 03775 ; Gh26664 1=21=200 37775 ;GDE W RAMO^KU ZAKL@^ENY \LEMENTY K(1) I F (1).Eh Gh1 �1�1 1�1 1 �1 1=21=2 1=2�1 �11 1 1=2 1=21=2�1 1rIS. 3nA RIS. 3 IZOBRAVEN PROCESS SBORKI K(f) I F(f). kAVDAQ Q^EJKA, OT-WEDENNAQ NA \TOM RISUNKE DLQ \LEMENTOW K(f) I F(f) (IZOBRAVENA VIR-NYMI LINIQMI) RAZBITA NA TRI KLETO^KI (PO ^ISLU \LEMENTOW NA [0,1]),



65I WKLAD W K(f) I F(f) OT K(i) I F (i) IZOBRAVEN W SOOTWETSTWU@]EJ KLE-TO^KE, KOTORYE SOPOSTAWLENY \LEMENTAM SOGLASNO RIS. 4.1 2 3rIS. 4oPISANNOMU \TAPU SBORKI| WKLADU \LEMENTA e(1) | OTWEDENY LEWYEKLETO^KI W KAVDOJ Q^EJKE, A \LEMENTY K(1) I F (1) RAZME]ENY W TEH IZNIH, KOTORYE IME@T [TRIHOWKU.wKLAD W K(f) I F(f) OT OSTALXNYH \LEMENTOW OSU]ESTWLQ@TSQ ANALO-GI^NO. dLQ WIZUALIZACII SBORKI (NA BUMAGE, NO NE W MA[INE!) MOVETOKAZATXSQ POLEZNYM I DALEE WYPISYWATX TABLICY NOWYH POZICIJ \LE-MENTOWK(i) I F (i) W K(f) I F(f). |TI TABLICY STROQTSQ IZ NADLEVA]IMOBRAZOM POWTORENNYH \LEMENTOW SOOTWETSTWU@]IH STOLBCOW L. nAPRI-MER , DLQ \LEMENTA e(2) PROCESS FORMIROWANIQ TABLICY TAKOW:23 ! 2 23 3 ! 2 2 2 33 3 ! (2; 2) (2; 3)(3; 2) (3; 3)iZ RIS. 3 NAHODIM, ^TO SISTEMA (4.21) IMEET WIDEh 264 1 �1 0 0�1 2 �1 00 �1 2 �10 0 �1 1375264u1u2u3u4 375 = Gh264 1=2111=2375 ;A POSLE U^ETA GLAWNOGO GRANI^NOGO USLOWIQ (4.1 ) POLU^IMEh 24 2 �1 0�1 2 �10 �1 13524u2u3u4 35 = Gh24 111=235 ;^TO (S TO^NOSTX@ DO NUMERACII ZNA^ENIJ PRIBLIVENNOGO RE[ENIQ) SOW-PADAET S (4.24).



664. uPRAVNENIQ1. pUSTX NESIMMETRI^NAQ BILINEJNAQ FORMA a(u; v) ZADANA SOOTNO[E-NIEM (2.17), ^TO SOOTWETSTWUET NESAMOSOPRQVENNOMU URAWNENI@ (2.16),A a(i)(u; v) = a(i)p (u; v) + a(i)r (u; v) + a(i)q (u; v);GDE, NAPRIMER, a(i)r (u; v) = Re(i) r(x)u0(x)v(x)dx. iSPOLXZUQ (3), DOKA-ZATX, ^TO, ESLI KONE^NO\LEMENTNOE RE[ENIE PRINADLEVIT Sh1 IZ (3.8),TO MATRICA VESTKOSTI K(i)r , OTWE^A@]AQ BILINEJNOJ FORME a(i)r (u; v)PRI r(x) = const = r, ESTXK(i)r = r2 ��1 1�1 1 � :2. sOPRQVENNOE K (2.16) URAWNENIE IMEET WID�(p(x)u0)0 � (r(x)u)0 + q(x)u = f(x);A SOOTWETSTWU@]EE WARIACIONNOE URAWNENIE ESTXZ 10 (p(x)u0v0 + r(x)uv0 + q(x)uv) dx = Z 10 f(x)vdx:pUSTX a(i)r (u; v) = Re(i) r(x)u(x)v0(x)dx. w USLOWIQH UPRAVNENIQ 1 POSTRO-ITX MATRICU VESTKOSTI K(i)r , OTWE^A@]U@ BILINEJNOJ FORME a(i)r (u; v).3. w BILINEJNU@ FORMU POSLEDNEGO \LEMENTA e(N) WHODIT SLAGAEMOEa(N){ (u; v) = {u(1)v(1);GDE { = const. w USLOWIQH UPRAVNENIQ 1 POSTROITX MATRICU VESTKOSTIK(N){ , OTWE^A@]U@ BILINEJNOJ FORME a(N){ (u; v).4. pOSTROITX GLOBALXNU@ MATRICU VESTKOSTI, OTWE^A@]U@ BILI-NEJNOJ FORME a(u; v) = R 10 u0v0dx I KONE^NO\LEMENTNOMU PROSTRANSTWUSh1 IZ (3.8) PRI N = 4 I NUMERACII UZLOW, IZOBRAVENNOJ NA RIS. 5.



675. pOSTROITX GLOBALXNU@ MATRICU VESTKOSTI, OTWE^A@]U@ BILI-NEJNOJ FORME IZ UPRAVNENIQ 4 I KONE^NO\LEMENTNOMU PROSTRANSTWUKUSO^NO-LINEJNYH NEPRERYWNYH FUNKCIJ, ESLI KOORDINATY KONCOW \LE-MENTOW TAKOWY, KAK NA NA RIS. 6, A NUMERACIQ OBY^NAQ.� � � � �5 4 1 3 2rIS. 5 � � � � �0 1=2 3=4 7=8 1rIS. 6



68lEKCIQ 6kwadrati~nye |lementy1. pROSTRANSTWO KUSO^NO-KWADRATI^NYHNEPRERYWNYH FUNKCIJw TRETXEJ LEKCII DLQ ZADA^I (1.1), (2.21) ILI, ^TO TO VE SAMOE, DLQZADA^I (3.12) BYL POSTROEN TAKOJ mk|, KOTORYJ DAET PRIBLIVENNOERE[ENIE W WIDE KUSO^NO-LINEJNOJ NEPRERYWNOJ FUNKCII. zDESX MY PO-STROIM DRUGOJ mk|, RE[ENIEM KOTOROGO BUDET KUSO^NO-KWADRATI^NAQNEPRERYWNAQ FUNKCIQ, KWADRATI^NAQ NA KAVDOM \LEMENTE.pUSTX, KAK I RANEE, OTREZOK I RAZBIT TO^KAMI xi = ih = i=N NA NRAWNYH ^ASTEJ e(i) = [xi�1; xi]. nA \TOM RAZBIENII ZADADIM PROSTRAN-STWO Sh2 = nvh(x) 2 C(I) j vhje(i) 2 P2(e(i)); i = 1; : : : ; No (1)KUSO^NO-KWADRATI^NYH, NEPRERYWNYH, KWADRATI^NYH NA KAVDOM \LE-MENTE FUNKCIJ. |TO PROSTRANSTWO QWLQETSQ SLEDU@]IM PO SLOVNOSTIPOSLE PROSTRANSTWA KUSO^NO-LINEJNYH NEPRERYWNYH FUNKCIJ, ZADAWAE-MOGO SOOTNO[ENIEM (3.8), KONE^NO\LEMENTNYM PROSTRANSTWOM DLQ RE[E-NIQ URAWNENIQ (1.1). mY UVE ZNAEM, ^TO KONE^NO\LEMENTNOE PROSTRAN-STWO MOVET SODERVATX TOLXKO NEPRERYWNYE FUNKCII, IBO W PROTIWNOMSLU^AE ONO NE BUDET PODPROSTRANSTWOM H1(I), A METOD NE BUDET GALER-KINSKIM.pODS^ITAEM RAZMERNOSTX PROSTRANSTWA Sh2 . tAK KAK OTREZOK [0; 1] RAZ-BIT NA N \LEMENTOW, A NA KAVDOM \LEMENTE FUNKCIQ IZ Sh2 PREDSTAWLQETSOBOJ MNOGO^LEN WTOROJ STEPENI, ZADAWAEMYJ TREMQ PARAMETRAMI, TORAZMERNOSTX PROSTRANSTWA KUSO^NO-KWADRATI^NYH (NE NEPRERYWNYH!)FUNKCIJ NA DANNOM RAZBIENII ESTX 3N . tREBOWANIE NEPRERYWNOSTIFUNKCIJ IZ Sh2 NAKLADYWAET (N � 1) SWQZEJ (PO ^ISLU OB]IH KONCOW\LEMENTOW) I, SLEDOWATELXNO, dimSh2 = 3N � (N � 1) = 2N + 1.pROSTRANSTWO Sh2 E]E NE PRIGODNO DLQ RE[ENIQ ZADA^I (1.1), (2.21)| NE U^TENY GLAWNYE GRANI^NYE USLOWIQ ZADA^I. pOSKOLXKU TAKOWYM



69QWLQETSQ TOLXKO PERWOE IZ USLOWIJ (2.21), TO DANNOE TREBOWANIE BUDETWYPOLNENO DLQ FUNKCIJ IZ PODPROSTRANSTWA~Sh2 = �vh(x) 2 Sh2 j vh(0) = 0	 (2)PROSTRANSTWA Sh2 . o^EWIDNO, ^TO ~Sh2 2 ~H1(I); dim ~Sh2 = 2N , A NOWOEKONE^NO\LEMENTNOE RE[ENIE ZADA^I (3.12) OPREDELQETSQ SOOTNO[ENIEM(3.14) S ~Sh2 IZ (2) WMESTO ~Sh1 :uh(x) 2 ~Sh2 : a(u; v) = l(v) 8v 2 ~Sh2 : (3)nAPOMNIM, ^TO a(u; v) I l(v) OPREDELQ@TSQ SOOTNO[ENIQMI (3.11).~TOBY NAJTI RE[ENIE ZADA^I (3), NUVNO WWESTI BAZIS W ~Sh2 , RAZLO-VITX PO \TOMU BAZISU RE[ENIE uh, NAPISATX SISTEMU LINEJNYH ALGEB-RAI^ESKIH URAWNENIJ DLQ OPREDELENIQ KO\FFICIENTOW RAZLOVENIQ (PO-STROITX mk|) I RE[ITX POSTROENNU@ SISTEMU. nA[A ZADA^A SOSTOIT WPOSTROENII mk|, T.E. W POSTROENII MATRICY SISTEMY URAWNENIJ I EEPRAWOJ ^ASTI. w ^ETWERTOJ LEKCII NAM UDALOSX \TO SDELATX (DLQ SLU^AQ~Sh1 WMESTO ~Sh2 ) PUTEM PO\LEMENTNYH POSTROENIJ I POSLEDU@]EJ SBORKI.w PQTOJ LEKCII BYLA OPISANA OB]AQ TEHNOLOGIQ TAKIH POSTROENIJ. e@MY ZDESX I WOSPOLXZUEMSQ.2. mATRICY VESTKOSTI I MASSY KWADRATI^NOGO \LEMENTA.wEKTOR NAGRUZKIw SOOTWETSTWII S RAZBIENIEM OTREZKA [0; 1] NA \LEMENTY e(i) PREDSTA-WIM BILINEJNU@ I LINEJNU@ FORMY (3.11) W WIDEa(u; v) = NXi=1 a(i)(u; v); l(v) = NXi=1 l(i)(v);GDE a(i)(u; v) = Ze(i) (pu0v0 + quv)dx; i = 1; : : : ; N � 1;l(i)(v) = Ze(i) fvdx; i = 1; : : : ; N � 1; (4)



70A POSKOLXKU TO^KA x = 1 PRINADLEVIT LI[X \LEMENTU e(N) , TO WNEIN-TEGRALXNYE ^LENY W (3.11) DOLVNY BYTX OTNESENY K a(N)(u; v) I l(N)(v)T.E. a(N)(u; v) = Ze(N) (pu0v0 + quv)dx + {u(1)v(1);l(N)(v) = Ze(N) fvdx + gv(1): (5)pUSTX, KROME TOGO,a(i)p (u; v) = Ze(i) p(x)u0v0dx; a(i)q (u; v) = Ze(i) q(x)uvdx; (6)a(N){ (u; v) = {u(1)v(1); l(N)g (v) = gv(1): (7)kAK UVE BYLO SKAZANO, PRIBLIVENNOE RE[ENIE uh(x) NA \LEMENTAHe(i) PREDSTAWLQET SOBOJ MNOGO^LEN WTOROJ STEPENI, WID KOTOROGO POL-NOSTX@ OPREDELQETSQ ZADANIEM EGO ZNA^ENIJ W TREH TO^KAH. ~TOBY NEWOJTI W PROTIWORE^IE S WY[ESKAZANNYM, \TI TRI TO^KI NE MOGUT BYTXWYBRANY PROIZWOLXNO: DWE IZ NIH OBQZANY RASPOLAGATXSQ W KONCAH \LE-MENTA e(i), T.E. IMETX KOORDINATY xi�1 I xi. eSLI MY \TOGO NE SDELAEM,A RASPOLOVIM WSE TRI TO^KI WNUTRI e(i), TO PRI ZADANII PRIBLIVENNOGORE[ENIQ NA SOSEDNEM \LEMENTE, SKAVEM, NA e(i+1), WOOB]E GOWORQ, BUDETNARU[ENA EGO NEPRERYWNOSTX W TO^KE xi, ^TO DLQ RE[ENIQ ZADA^I (3)NEDOPUSTIMO. |TOGO NE PROIZOJDET, ESLI KONE^NO\LEMENTNOE RE[ENIEuh(x) NA e(i) ZADAETSQ ZNA^ENIQMI W xi�1 I xi, IBO TOGDA NA SOSEDNIH\LEMENTAH e(i�1) I e(i+1) DLQ ZADANIQ RE[ENIQ BUDUT ISPOLXZOWANY UVEWWEDENNYE ZNA^ENIQ uh(xi�1) I uh(xi).iTAK, NAZOWEM TO^KI xi�1 I xi UZLAMI \LEMENTA e(i) I BUDEM W NIHZADAWATX ISKOMOE RE[ENIE. rASPOLOVENIE TRETXEGO UZLA NIKAK NE SKA-ZYWAETSQ NA PRIBLIVENNOM RE[ENII, TAK ^TO, ISHODQ IZ SOOBRAVENIJSIMMETRII, POMESTIM EGO W SEREDINU e(i). wWEDEM NA e(i) LOKALXNU@ NU-MERACI@ UZLOW, PRONUMEROWAW IH SLEWA NAPRAWO ^ISLAMI 1; 2 I 3. fUNK-CII FORMY NA e(i) ZADADIM SLEDU@]IM OBRAZOM: RASSMOTRIM OTREZOK[0; 1] OSI t, WWEDEM NA NEM UZLY S KOORDINATAMI 0; 1=2 I 1, PRONUMERUEMIH ^ISLAMI 1, 2 I 3, SOOTWETSTWENNO, I OPREDELIM FUNKCII'1(t) = 2(t� 1)(t � 1=2); '2(t) = 4t(1� t); '3(t) = 2t(t� 1=2): (8)



71wID \TIH FUNKCIJ IZOBRAVEN NA RIS. 1. tOGDA FUNKCII'(i)k = 'k �x� xi�1h � ; k = 1; 2; 3 (9)SUTX FUNKCII FORMY KWADRATI^NOGO \LEMENTA e(i) Iuh(x) = 3Xk=1uk'(i)k (x); x 2 e(i); (10)GDE uk | ZNA^ENIE PRIBLIVENNOGO RE[ENIQ W k-OM UZLE \LEMENTA e(i).
1

1
0 2 31

'
t

'1(t) '2(t) '3(t)
rIS. 1pUSTX, KAK I RANX[E, u(i) = [u1 u2 u3]T (11)| WEKTOR UZLOWYH ZNA^ENIJ PRIBLIVENNOGO RE[ENIQ NA e(i), A�(i) = h'(i)1 (x) '(i)2 (x) '(i)3 (x)i (12)| MATRICA FUNKCIJ FORMY. iSPOLXZUQ (11), (12), PRIBLIVENNOE RE[E-NIE (10) ZAPI[EM W WIDEuh(x) = �(i)(x)u(i); x 2 e(i): (13)



72tOGDA duh(x)dx = � ddx�(i)(x)�u(i); x 2 e(i): (14)pUSTX vh(x) = �(i)v(i) | PROIZWOLXNYJ MNOGO^LEN WTOROJ STEPENI NAe(i). pODSTAWLQQ (14) I dvh=dx = [d�(i)=dx]v(i) W PERWOE IZ SOOTNO[ENIJ(6), NAHODIM, ^TOa(i)p (uh; vh) = Ze(i) p(x)�d�(i)dx u(i)��d�(i)dx v(i)� dx:nO d�(i)dx v(i) = �d�(i)dx v(i)�T = v(i)T �d�(i)dx �TI, SLEDOWATELXNO,a(i)p (uh; vh) = Ze(i) v(i)T �d�(i)dx �T p(x) �d�(i)dx �u(i)dx:pRINIMAQ TEPERX WO WNIMANIE, ^TO u(i) I v(i) | ^ISLOWYE WEKTORY I,SLEDOWATELXNO, MOGUT BYTX WYNESENY IZ POD ZNAKA INTEGRALA, BUDEMIMETXa(i)p (uh; vh) = v(i)T Ze(i) �d�(i)dx �T p(x) �d�(i)dx � dxu(i) = v(i)TK(i)p u(i); (15)GDE K(i)p = Ze(i) �d�(i)dx �T p(x) �d�(i)dx � dx (16)| MATRICA VESTKOSTI \LEMENTA e(i), OTWE^A@]AQ BILINEJNOJ FORMEa(i)p . nAJDEM QWNYJ WID K(i)p DLQ TOGO SLU^AQ, KOGDA p(x) = const = p PRIx 2 e(i). sDELAEM W (16) ZAMENU PEREMENNOJ INTEGRIROWANIQ, POLAGAQx � xi�1h = t: (17)



73s U^ETOM (12), (9), (8) POLU^IMK(i)p = Z 10 1h24 d'1=dtd'2=dtd'3=dt35p 1h �d'1dt d'2dt d'3dt �hdt == ph Z 10 24 4t� 3�8t + 44t� 135 [(4t� 3) (�8t + 4) (4t� 1)] dt == p3h 24 7 �8 1�8 16 �81 �8 735 : (18)pODSTAWLQQ (13) I vh(x) = �(i)v(i) WO WTOROE SOOTNO[ENIE (6), ANALOGI^-NO IMEEM aq(uh; vh) = Ze(i) q(x)(�(i)u(i))(�(i)v(i))dx == v(i)T Ze(i) �(i)T q(x)�(i)dx u(i) = v(i)TK(i)q u(i); (19)GDE K(i)q �M (i) = Ze(i) �(i)T q(x)�(i)dx (20)| MATRICA VESTKOSTI \LEMENTA e(i), OTWE^A@]AQ BILINEJNOJ FORMEa(i)q | MATRICA MASSY \LEMENTA. pUSTX q(x) = const = q PRI xi 2 e(i).tOGDA S U^ETOM (17), (12), (9), (8)M (i) = h Z 10 24'1(t)'2(t)'3(t)35 q ['1(t) '2(t) '3(t)] dt = qh30 24 4 2 �12 16 2�1 2 435 :(21)z A M E ^ A N I E 1. dLQ UPRO]ENIQ WY^ISLENIJ MATRICY VESTKOSTI ILI MATRICYMASSY \LEMENTA POLEZNY SLEDU@]IE POSTROENIQ, KOTORYE MY PROWEDEM NA PRIMEREWY^ISLENIQ MATRICY MASSY (21).



74sDELAEM W (13) ZAMENU PEREMENNOJ (17). w REZULXTATE S U^ETOM (8) BUDEM IMETXuh(x) = û(t) = 3Xk=1uk'k(t) = u1 � 2(t� 1)(t� 1=2) + u2 � 4t(1 � t) + u3 � 2t(t� 1=2) == u1 + (�3u1 + 4u2 � u3)t+ (2u1 � 4u2 + 2u3)t2 = 3Xl=1 cltl�1 = Tc; (22)GDE MATRICA T = �1 t t2�, A cT = [c1 c2 c3]. pRI \TOMc = Au(i); (23)GDE A = 24 1 0 0�3 4 �12 �4 235 :pOSKOLXKU W SILU (22) Ze(i) huh(x)i2 dx = h Z 10 (Tc)2 dt = hcT Z 10 TTTdt c == hcT Z 10 24 1 t t2t t2 t3t2 t3 t4 35 dt c = hcT 24 1 1=2 1=31=2 1=3 1=41=3 1=4 1=535 c = hcTBc;TO S U^ETOM (23)Ze(i) huh(x)i2 dx = h hAu(i)iT B hAu(i)i = u(i)T hATBAu(i) = u(i)TM(i)u(i)I, SLEDOWATELXNO,M(i) = hATBA == h24 1 �3 20 4 �40 �1 235 160 24 60 30 2030 20 1520 15 123524 1 0 0�3 4 �12 �4 235 == h60 24 10 0 �140 20 1210 10 93524 1 0 0�3 4 �12 �4 235 = h60 24 8 4 �24 32 4�2 4 835 ;^TO SOWPADAET S (21) PRI q = 1.



75iZ (18) SLEDUET, ^TO W KAVDOJ STROKE MATRICY K(i)p SUMMA \LEMEN-TOW RAWNA NUL@. pOKAVEM, ^TO \TO OB]EE SWOJSTWO MATRICY K(i)p , NEZAWISQ]EE OT TOGO, QWLQETSQ LI KO\FFICIENT p POSTOQNNYM ILI NET.u T W E R V D E N I E 1. w KAVDOJ STROKE MATRICY K(i)p IZ (16) SUMMA\LEMENTOW RAWNA NUL@.d O K A Z A T E L X S T W O. pOLOVIM W a(i)p (uh; vh) IZ (6) uh � const =u 6= 0: tOGDA a(i)p (uh; vh) = 0: s DRUGOJ STORONY, W SILU (15)0 = a(i)p (uh; vh) = v(i)TK(i)p u(i)nO u(i) = [u u u]T I, SLEDOWATELXNO,0 = v(i)TK(i)p u(i) = [v1 v2 v3]24K(i)p (1; 1) K(i)p (1; 2) K(i)p (1; 3)K(i)p (2; 1) K(i)p (2; 2) K(i)p (2; 3)K(i)p (3; 1) K(i)p (3; 2) K(i)p (3; 3)3524uuu35 == [v1 v2 v3]" u 3Xn=1K(i)p (1; n)! u 3Xn=1K(i)p (2; n)! u 3Xn=1K(i)p (3; n)!#T :wYRAVENIE, STOQ]EE W PRAWOJ ^ASTI, ESTX NE ^TO INOE, KAK SKALQRNOEPROIZWEDENIE DWUH WEKTOROW. pOSKOLXKU ONO RAWNO NUL@, TO UKAZANNYEWEKTORY ORTOGONALXNY. nO PROIZWOLXNYJ WEKTOR [v1 v2 v3]T MOVETBYTX ORTOGONALEN LI[X NULEWOMU WEKTORU, A TAK KAK u 6= 0, TO3Xn=1K(i)p (m;n) = 0; m = 1; 2; 3:uTWERVDENIE DOKAZANO.u T W E R V D E N I E 2. sUMMA WSEH \LEMENTOW MATRICY MASSY M (i)RAWNA Re(i) q(x)dx:d O K A Z A T E L X S T W O. pUSTX TEPERX uh(x) = vh(x) = 1 NA e(i).tOGDA W SILU (6) a(i)q (uh; vh) = Re(i) qdx: s DRUGOJ STORONY, W SILU (19)a(i)q (uh; vh) = v(i)TM (i)u(i):nO u(i) = v(i) = [1 1 1]T I, SLEDOWATELXNO,v(i)TM (i)u(i) =P3m;n=1M (i)(m;n): uTWERVDENIE DOKAZANO.



76sLOVIM MATRICY K(i)p I M (i). pRINIMAQ WO WNIMANIE (4) I (6), ZA-KL@^AEM, ^TO K(i) = K(i)p +M (i) (24)ESTX (POLNAQ) MATRICA VESTKOSTI \LEMENTA e(i).wY^ISLIM WEKTOR NAGRUZKI \LEMENTA. pOLAGAQ W (4) v = vh = �(i)v(i),BUDEM IMETXl(i)(vh) = Ze(i) f(�(i)v(i))dx = v(i)T Ze(i) f�(i)Tdx = v(i)TF (i);GDE F (i) = Ze(i) f(x)�(i)T dx (25)| ISKOMYJ WEKTOR. eSLI f(x) = const = f PRI x 2 e(i), TO S U^ETOM(12), (9), (8) NAHODIM, ^TOF (i) = h Z 10 f ['1(t) '2(t) '3(t)]Tdt = hf6 [1 4 1]T : (26)3. sBORKAnAJDEM TEPERX GLOBALXNU@ MATRICU VESTKOSTI I GLOBALXNYJ WEKTORNAGRUZKI. sDELAEM \TO DLQ SLU^AQ, KOGDA OTREZOK [0; 1] RAZBIT NA TRI\LEMENTA. gLOBALXNAQ NUMERACIQ UZLOW NA [0; 1] I LOKALXNAQ NUMERACIQNA e(i) IZOBRAVENY NA RIS. 2.1 2 3 4 5 6 7 1 2 3� � � � � �� � � �rIS. 2e(1) e(2) e(3) e(i)



77iZ SOOTWETSTWIQ LOKALXNOJ I GLOBALXNOJ NUMERACIJ UZLOW STROIMOPREDELQEMU@ (5.13) MATRICU INDEKSOW L, KOTORAQ PRINIMAET WIDL = 24 1 3 52 4 63 5 735 :pRINIMAQ WO WNIMANIE SOOTNO[ENIQ (5.15) I (5.16), NAHODIM, ^TO GLO-BALXNAQ MATRICA VESTKOSTI K(f) I GLOBALXNYJ WEKTOR NAGRUZKI F(f)IME@T WID26666666666664 k(1)11 k(1)12 k(1)13k(1)21 k(1)22 k(1)23k(1)31 k(1)32 k(1)33 + k(2)11 k(2)12 k(2)13k(2)21 k(2)22 k(2)23k(2)31 k(2)32 k(2)33 + k(3)11 k(3)12 k(3)13k(3)21 k(3)22 k(3)23k(3)31 k(3)32 k(3)33
37777777777775 ; 26666666666664 f(1)1f(1)2f(1)3 + f(2)1f(2)2f(2)3 + f(3)1f(3)2f(3)3

37777777777775 :~TOBY "SNQTX FLAVKI" U K(f) I F(f), NUVNO U^ESTX GRANI^NYE USLO-WIQ (2.21). pERWOE IZ NIH | GLAWNOE GRANI^NOE USLOWIE. oNO TREBUETWY^ERKIWANIQ PERWOJ STROKI K(f) I PERWOGO \LEMENTA F(f), A TAKVE WY-^ITANIQ IZ OSTAW[EJSQ ^ASTI F(f) OSTAW[EGOSQ PERWOGO STOLBCA K(f),UMNOVENNOGO NA u0. nO u0 = 0 I, SLEDOWATELXNO, DOSTATO^NO PROSTOWY^ERKNUTX PERWYJ STOLBEC MATRICY K(f).oBRATIMSQ KO WTOROMU GRANI^NOMU USLOWI@ (2.21). |TO USLOWIE ES-TESTWENNOE, NO ONO WNOSIT SWOJ WKLAD I W BILINEJNU@ FORMU (3.11) W WI-DE WNEINTEGRALXNOGO ^LENA {u(1)v(1) (SM.(7)) I W LINEJNU@ FORMU(3.11)W WIDE WNEINTEGRALXNOGO ^LENA gv(1) (SM.(7)). |TO NA[LO OTRAVENIE W(5). iZ (5) I (4) SLEDUET, ^TO POSTROENNYE NAMI NA OB]IH OSNOWANI-QH MATRICA VESTKOSTI K(N) I WEKTOR NAGRUZKI F (N) \LEMENTA e(N) NEOTWE^A@T DEJSTWITELXNOSTI, TAK KAK NE U^ITYWA@T UKAZANNYE WY[EWNEINTEGRALXNYE ^LENY. ~TOBY ISPRAWITX POLOVENIE NUVNO E]E PO-STROITX MATRICU VESTKOSTIK(N){ I WEKTOR NAGRUZKI F (N)g , OTWE^A@]IEFORMAM (7), I DOBAWITX IH K MODIFICIROWANNYM K(f) I F(f). o^EWIDNO,^TO a(N){ (uh; vh) = { ��(N)(1)u(N)���(N)(1)v(N)� == hv(N)iT h�(N)T (1){�(N)(1)iu(N);



78TO-ESTX K(N){ = h�(N)(1)iT { h�(N)(1)i == 24'1(1)'2(1)'3(1)35{ ['1(1) '2(1) '3(1)] = 24 0 0 00 0 00 0 {35 : (27)aNALOGI^NO l(N)g (vh) = g ��(N)(1)v(N)� = v(N)TF (N)g ;GDE F (N)g = g ['1(1) '2(1) '3(1)]T = [0 0 g]T : (28)wYPOLNQQ TEPERX TREBUEMYE PREOBRAZOWANIQ MODIFICIROWANNYH K(f)I F(f), POLU^IM ISKOMYE MATRICU VESTKOSTI k I WEKTOR NAGRUZKI F ,TAK ^TO SISTEMA URAWNENIJ PRIMET WID:26666666664 k(1)22 k(1)23k(1)32 k(1)33 + k(2)11 k(2)12 k(2)13k(2)21 k(2)22 k(2)23k(2)31 k(2)32 k(2)33 + k(3)11 k(3)12 k(3)13k(3)21 k(3)22 k(3)23k(3)31 k(3)32 k(3)33 +{ 3777777777526666666664 u2u3u4u5u6u7 37777777775 = 26666666664 f(1)2f(1)3 + f(2)1f(2)2f(2)3 + f(3)1f(3)2f(3)3 + g 37777777775 ;(29)GDE uk = U(f)(k): pRI p(x) = const = p; q = 0 I f(x) = const = f SISTEMA(29) PRINIMAET WIDp3h 26666664 16 �8�8 14 �8 1�8 16 �81 �8 14 �8 1�8 16 �81 �8 7 + 3h{p 37777775266666664u2u3u4u5u6u7 377777775 = hf6 26666664 424241 + 6hf g37777775 : (30)z A M E ^ A N I E 2. kAK SLEDUET IZ RIS. 2, NEIZWESTNYE S ^ETNYMINOMERAMI W SISTEME (29) PREDSTAWLQ@T SOBOJ ZNA^ENIQ PRIBLIVENNOGO



79RE[ENIQ W SEREDINNYH UZLAH \LEMENTOW. |TI NEIZWESTNYE MOGUT BYTXLEGKO ISKL@^ENY IZ SISTEMY (29) PUTEM RAZRE[ENIQ PERWOGO, TRETXEGOI PQTOGO URAWNENIJ OTNOSITELXNO u2; u4; u6 I PODSTANOWKI NAJDENNYHWYRAVENIJ WO WTOROE, ^ETWERTOE I [ESTOE URAWNENIQ. pOSKOLXKU PER-WOE, TRETXE I PQTOE URAWNENIQ SISTEMY (29) NA SAMOM DELE BYLI SFOR-MIROWANY UVE PRI POSTROENII LOKALXNYH MATRIC VESTKOSTI I WEKTO-ROW NAGRUZKI, TO ISKL@^ENIE UKAZANNYH NEIZWESTNYH MOVNO BYLO BYOSU]ESTWITX NA \TOM UROWNE DO FORMIROWANIQ GLOBALXNYH MATRICY IWEKTORA. 4. uPRAVNENIQ1. nAJTI RAZMERNOSTX KONE^NO\LEMENTNOGO PROSTRANSTWAShk = nvh(x) 2 C(�I)j vh(x)je(i) 2 Pk(e(i)); i = 1; :::; No :2. aNALOGI^NO (9), (8) POSTROITX FUNKCII FORMY \LEMENTA e(i), OT-WE^A@]IE Sh3 IZ UPRAVNENIQ 1.3. iSPOLXZUQ POSTROENNYE W UPRAVNENII 2 FUNKCII FORMY, NAJTIMATRICY VESTKOSTI K(i)p ;K(i)q , OTWE^A@]IE BILINEJNYM FORMAM (6), IWEKTOR NAGRUZKI F (i), OTWE^A@]IJ LINEJNOJ FORME (4). uBEDITXSQ WSPRAWEDLIWOSTI UTWERVDENIJ 1 I 2 DLQ POSTROENNYH MATRIC.4. dOKAZATX, ^TO SUMMA KOMPONENT WEKTORA NAGRUZKI F (i) \LEMENTAe(i) RAWNA Re(i) f(x)dx.5. pOKAZATX, ^TO POSLE ISKL@^ENIQ IZ SISTEMY (29) NEIZWESTNYH S^ETNYMI NOMERAMI (ZNA^ENIJ W SREDNIH TO^KAH), POLU^ENNAQ SISTEMASOWPADAET S SISTEMOJ (4.24) PRI SOOTWETSTWU@]IH ZNA^ENIQH p; f I {.6. pRI POMO]I mk| NAJTI RE[ENIE SLEDU@]EJ ZADA^I:�u00 = 32; 0 < x < 1; �u0(0) = 32; u(1) = 32:wOSPOLXZOWATXSQ RAZBIENIEM OTREZKA [0; 1] NA DWA \LEMENTA ODINAKOWOJDLINY I PREDSTAWLENIEM RE[ENIQ W WIDE LINEJNOJ FUNKCII NA LEWOMIZ NIH I KWADRATI^NOJ { NA PRAWOM.



80lEKCIQ 7|rmitowy |lementy. sistemy urawnenij1. pROSTRANSTWO KUSO^NO-KWADRATI^NYHNEPRERYWNO-DIFFERENCIRUEMYH FUNKCIJw SWOE WREMQ (LEKCIQ 2) MY WOSPRINQLI KAK BOLX[OJ USPEH PONIVE-NIE TREBOWANIJ GLADKOSTI K ISKOMOMU RE[ENI@ ZADA^I (1.1), (2.21) SC2(I) ILI H2(I) DO H1(I). |TIM MY POLXZOWALISX NA PROTQVENII WSEHPOSLEDU@]IH LEKCIJ, TREBUQ OT PRIBLIVENNOGO RE[ENIQ LI[X NEPRE-RYWNOSTI W OB]IH DLQ DWUH SOSEDNIH \LEMENTOW UZLAH. oDNAKO, ESLIISKOMOE RE[ENIE OBLADAET B�OLX[EJ, ^EM H1, GLADKOSTX@, TO INOGDACELESOOBRAZNO I PRIBLIVENNOE RE[ENIE ISKATX BOLEE GLADKIM.pOPYTAEMSQ NAJTI KONE^NO\LEMENTNOE RE[ENIE ZADA^I (1.1), (2.21),KOTOROE NE TOLXKO NEPRERYWNO, NO I OBLADAET NEPRERYWNYMI PERWY-MI PROIZWODNYMI. qSNO, ^TO PROSTRANSTWO KUSO^NO-LINEJNYH FUNKCIJDLQ \TOGO NE PODHODIT. oBRATIMSQ K KUSO^NO-KWADRATI^NYM FUNKCIQM.pUSTX�) Sh2;1 = fvh(x) 2 C1(�I)j vhje(i) 2 P2(e(i)); i = 1; :::; Ng: (1)rAZMERNOSTX \TOGO PROSTRANSTWAdimSh2;1 = 3N � 2(N � 1) = N + 2:k SOVALENI@, W Sh2;1 NE SU]ESTWUET BAZISA, \LEMENTY KOTOROGO IME-LI BY MINIMALXNYJ NOSITELX, SOSTOQ]IJ IZ DWUH SOSEDNIH \LEMENTOW.(fUNKCIQ IZ Sh2;1, S NOSITELEM NA e(i)S e(i+1) DOLVNA OBRA]ATXSQ W NULXWMESTE SO SWOEJ PERWOJ PROIZWODNOJ W TO^KAH xi�1 I xi+1 (4 USLOWIQ),A TAKVE BYTX NEPRERYWNO-DIFFERENCIRUEMOJ W TO^KE xi (2 USLOWIQ).�)pERWYJ INDEKS W OBOZNA^ENII KONE^NO\LEMENTNOGO PROSTRANSTWA UKAZYWAET NASTEPENX ISPOLXZUEMYH MNOGO^LENOW, A WTOROJ NA GLADKOSTX \LEMENTOW \TOGO PROSTRAN-STWA. pOSTROENNYE RANEE PROSTRANSTWA Shk S U^ETOM \TOGO SOGLA[ENIQ MOVNO OBO-ZNA^ATX Shk;0.



81|TIM [ESTI USLOWIQM NA e(i)S e(i+1) UDOWLETWORQET TOLXKO TOVDEST-WENNYJ NULX.) wOOB]E VE BAZIS W Sh2;1 KONE^NO SU]ESTWUET.lEGKO WIDETX, ^TO, NAPRIMER, PRI N=2 (dimSh2;1 = 4) W KA^EST-WE TAKOWOGO MOVET BYTX WZQTA SOWOKUPNOSTX FUNKCIJ 'j(x), j=1,2,3,4,UDOWLETWORQ@]IH SLEDU@]IM USLOWIQM:'1(0) = 1; '01(0) = 0; '1(1) = 0; '01(1) = 0;'2(0) = 0; '02(0) = 1; '2(1) = 0; '02(1) = 0;'3(0) = 0; '03(0) = 0; '3(1) = 1; '03(1) = 0;'4(0) = 0; '04(0) = 0; '4(1) = 0; '04(1) = 1: (2)uKAZANNYE FUNKCII IZOBRAVENY NA RIS. 1. pRI RAZLOVENII FUNKCIIvh(x) IZ Sh2;1, PO \TOMU BAZISU KO\FFICIENTAMI RAZLOVENIQ BUDUT ZNA-^ENIQ SAMOJ FUNKCII I EE PERWOJ PROIZWODNOJ W TO^KAH S KOORDINATAMINOLX I EDINICA. tO^KA S KOORDINATOJ 1=2 SWOIH PREDSTAWITELEJ SREDI
0 0:5 1

1
x

'1 '3'2 '4rIS. 1KO\FFICIENTOW RAZLOVENIQ NE IMEET; EE ROLX OKAZALASX ^ISTO WSPOMO-GATELXNOJ.



82sDELANNYE NABL@DENIQ NAWODQT NA MYSLX I PRI DRUGIH N (OTLI^NYH OT 2) RAS-SMATRIWATX \LEMENTY PARAMI. pUSTX N W (1) ^ETNOE T.E. N=2M . oB_EDINIM \LE-MENTY e(i) = [xi�1; xi] W SUPER\LEMENTY~e(i) = e(2i�1)[ e(2i); i = 1; :::;M: (3)nAZOWEM UZLAMI SUPER\LEMENTOW (3) IH KONCY, T.E. TO^KI x2i; i = 0; 1; :::;M . wDALXNEJ[IH POSTROENIQH, SWQZANNYH S Sh2;1, SUPER\LEMENTY (3) BUDUT IGRATX TU VEROLX, ^TO I KONE^NYE \LEMENTY W PRED[ESTWU@]IH POSTROENIQH. x0 1 2 2i�2 2i�1 2i N0 1 i M� � � � �
rIS. 2

e(1) e(2) e(2i�1) e(2i)~e(1) ~e(i)SUPER\LEM.UZLY | {z } | {z }
oBRATIM WNIMANIE NA TO, ^TO dimSh2;1 = N +2 = 2(M +1) ROWNO W DWA RAZA PRE-WOSHODIT ^ISLO UZLOW SUPER\LEMENTOW. |TO POZWOLQET POPYTATXSQ PARAMETRIZOWATXPROSTRANSTWO Sh2;1 ZNA^ENIQMI FUNKCIJ I IH PERWYH PROIZWODNYH W UZLAH SUPER\LE-MENTOW. tOGDA S KAVDYM IZ UZLOW BUDET SWQZANO PO DWE BAZISNYE FUNKCII, ODNA IZKOTORYH IMEET W \TOM UZLE EDINI^NOE ZNA^ENIE I NULEWU@ PERWU@ PROIZWODNU@, AW OSTALXNYH UZLAH WMESTE SO SWOEJ PERWOJ PROIZWODNOJ OBRA]AETSQ W NULX. wTORAQBAZISNAQ FUNKCIQ DOLVNA OBRA]ATXSQ W NULX WO WSEH UZLAH, NO IMETX EDINI^NU@PERWU@ PROIZWODNU@ W DANNOM UZLE I NULEWU@ WO WSEH OSTALXNYH. tAKIE BAZISNYEFUNKCII W SAMOM DELE SU]ESTWU@T, IBO IH ZADANIE NA DWUH SOSEDNIH SUPER\LEMEN-TAH (NA NOSITELE) OPREDELQETSQ DWENADCATX@ PARAMETRAMI (PO TRI NA KAVDOM IZ^ETYREH \LEMENTOW), KOTORYE DOLVNY UDOWLETWORQTX DWENADCATI USLOWIQM (PO DWAW TO^KAH x2i�1; NE QWLQ@]IHSQ UZLAMI, PO DWA W UZLAH S KOORDINATAMI x2i�2 I ^ETY-RE W UZLE x2i). pOSKOLXKU W KAVDOM UZLE SUPER\LEMENTA ZADAETSQ PO DWA PARAMETRA,BUDEM \TI UZLY NAZYWATX DWUKRATNYMI.iTAK, ISPOLXZUQ PROSTRANSTWO Sh2;1, PRI N = 2M MOVNO POSTROITXMETOD KONE^NYH SUPER\LEMENTOW S NEPRERYWNO-DIFFERENCIRUEMYM PRI-BLIVENNYM RE[ENIEM. HO MY \TOGO DELATX NE BUDEM. zAMETIM LI[X,



83^TO NA KAVDOM SUPER\LEMENTE PRIBLIVENNOE RE[ENIE ZADAETSQ ^ETYRX-MQ PARAMETRAMI. HO IMENNO ^ETYRE KO\FFICIENTA IMEET MNOGO^LENTRETXEJ STEPENI, TAK ^TO WMESTO Sh2;1 MOVNO WWESTI PROSTRANSTWOSh3;1 = fvh(x) 2 C1(�I)j vh(x)je(i) 2 P3(e(i)); i = 1; :::; Ng; (4)RAZMERNOSTX KOTOROGO RAWNA 2(N+1), I ZADATX W NEM TU VE PARAMET-RIZACI@, ^TO I W Sh2;1. |TO PRIWEDET NAS K BAZISU, \LEMENTY KOTOROGOIME@T NOSITELX, SOSTOQ]IJ NE BOLEE ^EM IZ DWUH SOSEDNIH \LEMENTOW(A NE SUPER\LEMENTOW, KAK DLQ Sh2;1).2. kUBI^ESKIE \RMITOWY \LEMENTYwOSPOLXZUEMSQ PROSTRANSTWOM Sh3;1 IZ (4) DLQ POSTROENIQ KONE^NO-\LEMENTNOGO RE[ENIQ ZADA^I (1.1), (2.21). oGRANI^IMSQ POSTROENIEMMATRICY VESTKOSTI I WEKTORA NAGRUZKI \LEMENTA, OSTAWIW SBORKU ^I-TATELQM. uZLAMI (DWUKRATNYMI) \LEMENTA NAZOWEM EGO KONCY. fUNK-CII FORMY NA e(i) OPREDELIM PRI POMO]I MNOGO^LENOW TRETXEJ STEPE-NI 'k(t), UDOWLETWORQ@]IH NA OTREZKE [0; 1] OSI Ot USLOWIQM (2). |TIFUNKCII, KAK LEGKO WIDETX, ZADA@TSQ SLEDU@]IMI FORMULAMI:'1(t) = (t� 1)2(2t+ 1); '2(t) = t(t� 1)2; (5)'3(t) = t2(3 � 2t); '4(t) = t2(t� 1);IH WID IZOBRAVEN NA RIS.1. sAMI VE FUNKCII FORMY OPREDELIM SOOT-NO[ENIQMI '(i)2l�1(x) = '2l�1 �x� xi�1h � ; l = 1; 2;'(i)2l (x) = h'2l �x� xi�1h � ; l = 1; 2: (6)nORMIRU@]IJ MNOVITELX h, FIGURIRU@]IJ W OPREDELENII FUNKCIJFORMY S ^ETNYMI NOMERAMI, DELAET IH PERWYE PROIZWODNYE RAWNYMIEDINICE W SOOTWETSTWU@]IH UZLAH. |LEMENT e(i) c DWUKRATNYMI UZLAMINA KONCAH I FUNKCIQMI FORMY (6), (5) NAZYWAETSQ KUBI^ESKIM \RMITO-WYM \LEMENTOM W OTLI^IE OT KUBI^ESKOGO \LEMENTA S ^ETYRXMQ ODNO-KRATNYMI UZLAMI, KOTORYJ NAZYWAETSQ LAGRANVEWYM. lAGRANVEWYMI



84QWLQ@TSQ I RANEE WWEDENNYE LINEJNYE \LEMENTY S DWUMQ ODNOKRATNYMIUZLAMI NA KONCAH, A TAKVE KWADRATI^NYE \LEMENTY, RASSMOTRENNYE WPREDYDU]EJ LEKCII. |TA TERMINOLOGIQ BERET SWOE NA^ALO IZ TEORIIINTERPOLQCII.oBRATIMSQ K POSTROENI@ MATRICY VESTKOSTI. sOGLASNO (6.16)K(i)p = Ze(i) 26664 d'(i)1 =dxd'(i)2 =dxd'(i)3 =dxd'(i)4 =dx37775 p(x)"d'(i)1dx d'(i)2dx d'(i)3dx d'(i)4dx # dx:pOLAGAQ ZDESX p(x) = const = p; x 2 e(i) I DELAQ ZAMENU PEREMENNOJINTEGRIROWANIQ (6.17), S U^ETOM (6), (5) BUDEM IMETXK(i)p = 1h Z 10 264 '01(t)h'02(t)'03(t)h'04(t)375p['01(t) h'02(t) '03(t) h'04(t)]dt == ph 264 6=5 h=10 �6=5 h=10h=10 2h2=15 �h=10 �h2=30�6=5 �h=10 6=5 �h=10h=10 �h2=30 �h=10 2h2=15375 : (7)sOGLASNO (6.20), (6), (5) PRI q(x) = const = q; x 2 e(i)M (i) = Ze(i) 26664'(i)1'(i)2'(i)3'(i)4 37775q['(i)1 '(i)2 '(i)3 '(i)4 ]dx == hq Z 10 264 '1h'2'3h'4 375['1 h'2 '3 h'4]dt == hq420264 156 22h 54 �13h22h 4h2 13h �4h254 13h 156 �22h�13h �4h2 �22h 4h2 375: (8)



85nAPOMNIM, ^TO PRI WY^ISLENII MATRIC (7) I (8) POLEZNY PREDSTAWLENIQTIPA (6.22),(6.23) I SLEDU@]IE ZA NIMI RASSUVDENIQ.mATRICA VESTKOSTI K(i) \LEMENTA OPREDELQETSQ IZ (7), (8) PO FOR-MULE (6.24).iZ (6.25), (6), (5) PRI f(x) = const = f; x 2 e(i)F (i) = hf Z 10 ['1 h'2 '3 h'4]Tdt = hf [1=2 h=12 1=2 � h=12]T :(9)3. zADA^A OB IZGIBE BALKIkONE^NO\LEMENTNOE PROSTRANSTWO Sh3;1 IZ (4) OKAZYWAETSQ PRIGODNYMI DLQ PRIBLIVENNOGO RE[ENIQ DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ ^ETWER-TOGO PORQDKA. rASSMOTRIM ZADA^U O RAWNOWESII ODNORODNOJ BALKI PO-STOQNNOGO SE^ENIQ, NAHODQ]EJSQ POD DEJSTWIEM RASPREDELENNOJ POPE-RE^NOJ NAGRUZKI I IME@]EJ ODIN KONEC ZADELANNYM, A WTOROJ SWOBOD-NYM. mATEMATI^ESKI ZADA^A MOVET BYTX SFORMULIROWANA TAK: NAJTIRE[ENIE DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQu(4) = f(x); 0 < x < 1; (10)KOTOROE UDOWLETWORQET SLEDU@]IM GRANI^NYM USLOWIQM:u(0) = u0(0) = 0; u00(1) = u000(1) = 0: (11)pERWYE DWA GRANI^NYH USLOWIQ QWLQ@TSQ GLAWNYMI, WTORYE DWA | ES-TESTWENNYMI. ~TOBY POLU^ITX WARIACIONNU@ FORMULIROWKU ZADA^I(10), (11), UMNOVIM URAWNENIE (10) NA FUNKCI@ v(x), PROINTEGRIRU-EM REZULXTAT PO OTREZKU [0; 1] I PREOBRAZUEM LEWU@ ^ASTX DWUKRATNYMINTEGRIROWANIEM PO ^ASTQM:Z 10 u(4)vdx = u000vj10 � u00v0j10 + Z 10 u00v00dx = Z 10 fvdx:pODSTANOWKI PRI x = 1 OBRA]A@TSQ W NULX W SILU WTOROJ PARY GRA-



86NI^NYH USLOWIJ (11). pOTREBUEM, ^TOBY v(x) UDOWLETWORQLA GLAWNYMGRANI^NYM USLOWIQM (11), T.E. v(0) = v0(0) = 0. tOGDA OBRA]AETSQ WNULX PODSTANOWKA I PRI x = 0, A WARIACIONNOE URAWNENIE PRINIMAETWID Z 10 u00v00dx = Z 10 fvdx:pUSTX ~H2(I) = fv(x) 2 H2(I)j v(0) = v0(0) = 0g;GDE H2(I) | SOBOLEWSKOE PROSTRANSTWO S NORMOJ, OPREDELQEMOJ SOOT-NO[ENIEM (1.15). tOGDA WARIACIONNAQ FORMULIROWKA ZADA^I (10), (11)BUDET TAKOWA: u(x) 2 ~H2(I) : a(u; v) = l(v) 8v 2 ~H2(I); (12)GDE a(u; v) = Z 10 u00v00dx; l(v) = Z 10 fvdx:qSNO, ^TO Sh3;1 � H2(I), A~Sh3;1 = �vh 2 Sh3;1j vh(0) = dvh(0)dx = 0� � ~H2(I):pO\TOMU KONE^NO\LEMENTNYM RE[ENIEM ZADA^I (12) QWLQETSQ FUNKCIQuh 2 ~Sh3;1 : a(uh; vh) = l(vh) 8vh 2 ~Sh3;1: (13)mATRICA VESTKOSTI \LEMENTA e(i) DLQ ZADA^I (13) OPREDELQETSQ BILI-NEJNOJ FORMOJ a(i)(uh; vh) = Ze(i) d2uhdx2 d2vhdx2 dx



87I FUNKCIQMI FORMY (6). iMEEMK(i) = Ze(i) 26664 d2'(i)1 =dx2d2'(i)2 =dx2d2'(i)3 =dx2d2'(i)4 =dx2 37775"d2'(i)1dx2 d2'(i)2dx2 d2'(i)3dx2 d2'(i)4dx2 # dx == 1h3 Z 10 ['001 h'002 '003 h'004 ]T ['001 h'002 '003 h'004 ]dt == 1h3264 12 6h �12 6h6h 4h2 �6h 2h2�12 �6h 12 �6h6h 2h2 �6h 4h2 375; (14)
GDE 'k(t) IZ (5).wEKTOR NAGRUZKI F (i) \LEMENTA IMEET TOT VE WID, ^TO I W ZADA^E(1.1), (2.21) I PRI f(x) = const = f DLQ x 2 e(i) ZADAETSQ SOOTNO[ENIEM(9). gLOBALXNAQ MATRICA VESTKOSTI FORMIRUETSQ TO^NO TAK VE, KAK IW PREDYDU]EM PRIMERE, A "SNQTIE FLAVKOW" OSU]ESTWLQETSQ S U^ETOMGLAWNYH GRANI^NYH USLOWIJ (11).4. sISTEMY URAWNENIJw KA^ESTWE ZAWER[A@]IH PRIMEROW PRIMENENIQ mk| K OBYKNOWEN-NYM DIFFERENCIALXNYM URAWNENIQM RASSMOTRIM SISTEMY URAWNENIJ.p R I M E R 1. tREBUETSQ NAJTI RE[ENIE SISTEMY�u001 + a11u1 + a12u2 = f1(x);�u002 + a21u1 + a22u2 = f2(x); 0 < x < 1; (15)UDOWLETWORQ@]EE ODNORODNYM GRANI^NYM USLOWIQM PERWOGO RODAu1(0) = u1(1) = u2(0) = u2(1) = 0: (16)wWEDEM WEKTORY u = �u1u2 � ; f = � f1f2 � (17)



88I MATRICY I = � 1 00 1 � ; A = �a11 a12a21 a22 � : (18)w WEKTORNOM WIDE SISTEMA (15) ZAPI[ETSQ TAK:��I d2dx2 +A�u = f : (19)dADIM WARIACIONNU@ POSTANOWKU ZADA^I (15), (16). dLQ \TOGO UMNOVIMURAWNENIE (19) SLEWA NA PROIZWOLXNYJ WEKTOR vT = [v1 v2] I REZULXTATPROINTEGRIRUEM PO [0; 1]Z 10 vT ��I d2dx2 + A�udx = Z 10 vT fdx:pREOBRAZOWYWAQ TEPERX PERWOE SLAGAEMOE LEWOJ ^ASTI PRI POMO]I IN-TEGRIROWANIQ PO ^ASTQM I PREDPOLAGAQ, ^TO v 2 H10 (I)�H10 (I); POLU^IMSLEDU@]U@ WARIACIONNU@ ZADA^U: NAJTIu 2 H10 (I)�H10 (I) : a(u;v) = l(v) 8v 2 H10 (I) �H10 (I);GDE a(u;v) = Z 10 (v0Tu0 + vTAu)dx;l(v) = Z 10 vT fdx:bUDEM ISKATX PRIBLIVENNOE RE[ENIE W WIDE KUSO^NO-LINEJNYH NE-PRERYWNYH FUNKCIJ, LINEJNYH NA KAVDOM \LEMENTE e(i). uZLAMI \LE-MENTA BUDUT EGO KONCY, LEWOMU IZ KOTORYH PRISWOIM NOMER 1, A PRAWOMU| NOMER 2. tAK KAK SISTEMA (15) SODERVIT DWE KOMPONENTY, TO UZLYBUDUT DWUKRATNYMI. pUSTX, KAK OBY^NO,u(i)l = [ul;1 ul;2]T ; l = 1; 2



89| WEKTOR UZLOWYH ZNA^ENIJ \LEMENTA e(i) DLQ KOMPONENTY uhl ; l = 1; 2PRIBLIVENNOGO RE[ENIQ, A'(i)1 (x) = xi � xh ; '(i)2 (x) = x� xi�1h (20)| FUNKCII FORMY, OBRAZU@]IE MATRICU�(i) = ['(i)1 '(i)2 ]:tOGDA uhl = �(i)u(i)l ; l = 1; 2; x 2 e(i): (21)pUSTX U (i) = [u1;1 u2;1 u1;2 u2;2]T| WEKTOR UZLOWYH ZNA^ENIJ WSEGO PRIBLIVENNOGO RE[ENIQ uh NA e(i).tAK KAK u(i)l = SlU (i);GDE S1 = � 1 0 0 00 0 1 0 � ; S2 = �0 1 0 00 0 0 1 �(SR. S (4.16), (4.17)), TO IZ (21) SLEDUET, ^TOuhl (x) = �(i)SlU (i); l = 1; 2; x 2 e(i)I PO\TOMU uh(x) = ��(i)S1�(i)S2 �U (i) = �(i)U (i);GDE �(i) = �'(i)1 0 '(i)2 00 '(i)1 0 '(i)2 �| OB]AQ MATRICA FUNKCIJ FORMY. w SILU (20)d�(i)dx = ��1=h 0 1=h 00 �1=h 0 1=h �



90I MATRICA VESTKOSTI K(i)1 \LEMENTA, OTWE^A@]AQ BILINEJNOJ FORMERe(i) v0Tu0dx; ESTXK(i)1 = Ze(i) �d�(i)dx �T d�(i)dx dx == 1h Z 10 264�1 00 �11 00 1375��1 0 1 00 �1 0 1 �dt = 1h264 1 0 �1 00 1 0 �1�1 0 1 00 �1 0 1375:bILINEJNOJ VE FORME Re(i) vhTAuhdx OTWE^AET MATRICA MASSYM (i) = Ze(i) �(i)TA�(i)dx == h Z 10 2641 � t 00 1� tt 00 t 375A�1 � t 0 t 00 1� t 0 t �dt == h Z 10 � (1 � t)ItI �A[(1� t)I tI]dt = h Z 10 � (1� t)AtA � [(1� t)I tI]dt == h Z 10 � (1 � t)2A t(1� t)At(1� t)A t2A �dt:eSLI KO\FFICIENTY aij OT x NE ZAWISQT, TOM (i) = h � (1=3)A (1=6)A(1=6)A (1=3)A � = h � 1=3 1=61=6 1=3 �
 A;GDE ZNA^KOM 
 OBOZNA^ENO TENZORNOE PROIZWEDENIE MATRIC.iTAK, MATRICA VESTKOSTI \LEMENTA e(i), ESTXK(i) = 1h 264 1 0 �1 00 1 0 �1�1 0 1 00 �1 0 1375+ h � 1=3 1=61=6 1=3 �
 A:



91HA WY^ISLENII WEKTORA NAGRUZKI MY OSTANAWLIWATXSQ NE BUDEM.p R I M E R 2. pUSTX TEPERX SISTEMA SODERVIT URAWNENIQ RAZNYHPORQDKOW� ddx �p1(x)du1dx � + a11u1 + a12u2 = f1(x);d2dx2 �p2(x)d2u2dx2 � + a21u1 + a22u2 = f2(x); 0 < x < 1; (22)A GRANI^NYE USLOWIQ OSTA@TSQ ODNORODNYMI PERWOGO RODAu1(0) = u1(1) = u2(0) = u02(0) = u2(1) = u02(1) = 0: (23)eSLI OBOZNA^ITXD1 = � p1(x) 00 0 �; D2 = � 0 00 p2(x) �I PRINQTX WO WNIMANIE (18), (17), TO SISTEMU (22) MOVNO ZAPISATX WWEKTORNOM WIDE � d2dx2D2 d2dx2 � ddxD1 ddx +A�u = f ;OTKUDA LEGKO SLEDUET WARIACIONNAQ FORMULIROWKA ZADA^I (22), (23):NAJTI u 2 H10 (I)�H20 (I) : a(u;v) = l(v) 8v 2 H10 (I) �H20 (I);GDE a(u;v) = Z 10 �v00TD2u00 + v0TD1u0 + vTAu� dx == Z 10 �p2v002u002 + p1v01u01 + vTAu� dx;A l(v) = Z 10 vT fdx:



92pOSKOLXKU WTORAQ KOMPONENTA RE[ENIQ RASPOLOVENA W H2(I), TO DLQEE PRIBLIVENIQ SLEDUET ISPOLXZOWATX PO KRAJNEJ MERE KONE^NO\LEMENT-NOE PROSTRANSTWO Sh3;1 IZ (4), W TO WREMQ KAK DLQ PRIBLIVENNOGO RE[E-NIQ u1 2 H1(I) DOSTATO^NO I Sh1 IZ (3.8) ILI Sh2 IZ (6.1), HOTQ MOVNOWZQTX I TO VE PROSTRANSTWO Sh3;1. wOPREKI ZDRAWOMU SMYSLU, SWQZANNOMUS SOOBRAVENIEM RAWNOTO^NOSTI PRIBLIVENIJ OBEIH KOMPONENT RE[ENIQ,BUDEM DLQ RAZNOOBRAZIQ POLAGATX, ^TO uh1 2 Sh1 ; A uh2 2 Sh3;1.kAK I W PREDYDU]EM PRIMERE UZLAMI KONE^NOGO \LEMENTA BUDUT EGOKONCY | LEWYJ S NOMEROM 1 I PRAWYJ S NOMEROM 2. nO TEPERX UZLYBUDUT TREHKRATNYMI. pUSTXu(i)1 = [u1;1 u1;2]T ; u(i)2 = �u2;1 u02;1 u2;2 u02;2�T| WEKTORY UZLOWYH ZNA^ENIJ \LEMENTA e(i) KOMPONENT uhl ; l = 1; 2 PRI-BLIVENNOGO RE[ENIQ, A�(i)1 = h'(i)1;1 '(i)1;2i I �(i)2 = h'(i)2;1 '(i)2;2 '(i)2;3 '(i)2;4i| SOOTWETSTWU@]IE MATRICY FUNKCIJ FORMY, GDE '(i)1;j SUTX '(i)j IZ(20), A '(i)2;j � '(i)j IZ (6), (5). tOGDAuhl = �(i)l u(i)l ; l = 1; 2; x 2 e(i):pUSTX U (i) = �u1;1 u2;1 u02;1 u1;2 u2;2 u02;2�T| WEKTOR UZLOWYH ZNA^ENIJ WSEGO PRIBLIVENNOGO RE[ENIQ uh NA e(i).tOGDA u(i)l = SlU (i), GDES1 = � 1 0 0 0 0 00 0 0 1 0 0 �; S2 = 264 0 1 0 0 0 00 0 1 0 0 00 0 0 0 1 00 0 0 0 0 1375;A uhl (x) = �(i)l SlU (i) PRI x 2 e(i). pO\TOMUuh(x) = ��(i)1 S1�(i)2 S2 �U (i) = �(i)U (i);



93GDE �(i) = �'(i)11 0 0 '(i)12 0 00 '(i)21 '(i)22 0 '(i)23 '(i)24 �| OB]AQ MATRICA FUNKCIJ FORMY. nAKONEC, NAHODIM MATRICU VEST-KOSTI \LEMENTAK(i) = Ze(i) (�d2�(i)dx2 �TD2 d2�(i)dx2 + �d�(i)dx �TD1 d�(i)dx ++ �(i)TA�(i)o dx = K(i)1 +K(i)2 +K(i)3 ;GDE K(i)1 = Ze(i) p2(x)2666664 0 0 0 0 0 00 ('0021)2 '0022'0021 0 '0023'0021 '0024'00210 '0021'0022 ('0022)2 0 '0023'0022 '0024'00220 0 0 0 0 00 '0021'0023 '0022'0023 0 ('0023)2 '0024'00230 '0021'0024 '0022'0024 0 '0023'0024 ('0024)2 3777775dx;K(i)2 = Ze(i) p1(x)2666664 ('011)2 0 0 '012'011 0 00 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0'011'012 0 0 ('012)2 0 00 0 0 0 0 00 0 0 0 0 03777775dxI T.D. 5. uPRAVNENIQ1. pOSTROITX MATRICY (7), (8) I (14), ISPOLXZUQ PREDSTAWLENIQ TIPA(6.22), (6.23) I SLEDU@]IE ZA NIMI RASSUVDENIQ.2. pOSTROITX WEKTOR NAGRUZKI \LEMENTA DLQ ZADA^I IZ PRIMERA 1.



94lEKCIQ 8urawnenie puassona w mnogougolxnike1. pOSTANOWKA ZADA^IpUSTX 
 | POLIGONALXNAQ OBLASTX NA PLOSKOSTI Oxy; 
 | EE ZAMY-KANIE, A @
 = 
n
 | EE GRANICA. bUDEM PREDPOLAGATX, ^TO GRANICA@
 SOSTOIT IZ DWUH NEPERESEKA@]IHSQ ^ASTEJ @
1 I @
2 TAKIH, ^TO
@
1 @
2rIS. 1@
 = @
1S @
2. w OBLASTI 
 ZADADIM URAWNENIE pUASSONA��u � ��@2u@x2 + @2u@y2� = f(x; y); (x; y) 2 
 (1)I POSTAWIM DLQ NEGO SME[ANNU@ ZADA^U PUTEM ZADANIQ NA @
 GRANI^NYHUSLOWIJ WIDA u(x; y) = 0; (x; y) 2 @
1; (2)@u(x; y)@n = 0; (x; y) 2 @
2; (3)GDE n | NAPRAWLENIE WNE[NEJ (PO OTNO[ENI@ K 
) NORMALI K @
2.dADIM WARIACIONNU@ FORMULIROWKU ZADA^I (1)-(3). dLQ \TOGO UMNO-VIM yRAWNENIE (1) NA FUNKCI@ v(x; y), RAWNU@ NUL@ NA @
1; I PROIN-TEGRIRUEM REZULXTAT PO 
. iSPOLXZUQ DLQ PREOBRAZOWANIQ LEWOJ ^ASTI



95POLU^ENNOGO TOVDESTWA PERWU@ FORMULU gRINA I PRINIMAQ WO WNIMA-NIE GRANI^NOE USLOWIE (3), BUDEM IMETXZ
 �@u@x @v@x + @u@y @v@y� dxdy � Z
 (rv)T (ru)dxdy = Z
 fvdxdy; (4)GDE rv = [@v=@x @v=@y]T | GRADIENT v(x; y). oBOZNA^IMa(u; v) � Z
 (rv)T (ru)dxdy; (5)l(v) � Z
 fvdxdy (6)I WWEDEM PROSTRANSTWO sOBOLEWAH1(
) = 8<:v(x; y) �� kvk21 � Z
 (jrvj2 + v2)dxdy <19=; :tOGDA, ESLI ~H1(
) = nv(x; y) 2 H1(
) �� v(x; y)��@
1 = 0o ;TO WARIACIONNAQ FORMULIROWKA ZADA^I (1)-(3) TAKOWA: NAJTIu(x; y) 2 ~H1(
) : a(u; v) = l(v) 8v 2 ~H1(
): (7)2. kONE^NO\LEMENTNAQ FORMULIROWKApOSTAWIM ZADA^U OB OTYSKANII PRIBLIVENNOGO RE[ENIQ ZADA^I (7).dLQ \TOGO PROIZWEDEM SNA^ALA TRIANGULQCI@ 
.pUSTX 0 < h < 1 ESTX PARAMETR DISKRETIZACII I DLQ KAVDOGO TAKOGOh PUSTX �h OBOZNA^AET RAZBIENIE 
 NA NEPERESEKA@]IESQ TREUGOLXNIKIe(i); i = 1; 2; : : : ; N (h) TAKIE, ^TO1�: oB]IE STORONY L@BYH DWUH SOSEDNIH TREUGOLXNIKOW SOWPADA@T.



962�: tO^KI SMENY TIPA GRANI^NOGO USLOWIQ (T.E. PRINADLEVA]IE@
1T @
2 ) QWLQ@TSQ WER[INAMI TREUGOLXNIKOW.3�: 
 = SN(h)i=1 e(i):z A M E ^ A N I E 1. w SILU SWOJSTW 1�; 2� I 3� TRIANGULQCIQ �hNE MOVET SODERVATX FRAGMENTY, IZOBRAVENNYE, NA RIS. 2A), 2B) I 2W),SOOTWETSTWENNO.
A) @
1@
2B) W)rIS. 2wOZMOVNAQ TRIANGULQCIQ OBLASTI 
 IZOBRAVENA NA RIS. 3.

rIS. 3tEPERX POSTROIM KONE^NOMERNOE PODPROSTRANSTWO PROSTRANSTWA ~H1(
),SOGLASOWANNOE S TRIANGULQCIEJ �h. pUSTXSh1 = nvh(x; y) 2 C(
) �� vh(x; y)��e(i) 2 P1(e(i)); e(i) 2 �hoESTX PROSTRANSTWO KUSO^NO-LINEJNYH, LINEJNYH NA KAVDOM \LEMENTEe(i) 2 �h, NEPRERYWNYH FUNKCIJ, A~Sh1 = fvh(x; y) 2 Sh1 j vhj@
1 = 0g



97| EGO PODPROSTRANSTWO. o^EWIDNO, ^TO ~Sh1 � ~H1(
) I NE PUSTO. pUSTXdim ~Sh1 = n. nAZOWEM PRIBLIVENNYM RE[ENIEM ZADA^I (7) TAKU@ FUNK-CI@ uh(x; y) 2 ~Sh1 : a(uh; vh) = l(vh) 8vh 2 ~Sh1 : (8)o^EWIDNO, ^TO LINEJNAQ NA TREUGOLXNIKE FUNKCIQ ODNOZNA^NO OPRE-DELQETSQ ZADANIEM EE ZNA^ENIJ W WER[INAH, KOTORYE MY BUDEM NAZYWATXUZLAMI I KOTORYE PREDPOLAGA@TSQ UPORQDO^ENNYMI. kAVDAQ FUNKCIQvh(x; y) 2 ~Sh1 MOVET BYTX ODNOZNA^NO PREDSTAWLENA W WIDEvh(x; y) = nXi=1 vi'i(x; y);GDE vi | EE ZNA^ENIE W i-OM UZLE, A 'i(x; y) 2 ~Sh1 | BAZISNAQ FUNKCIQ (SM.RIS. 4), RAWNAQ EDINICE W i-OM UZLE I NUL@ WO WSEH DRUGIH UZLAH. pOLAGAQTEPERX W (8) uh =Pnj=1 uj'j(x; y); A vh = 'i; i = 1; : : : ; n; POLU-1rIS. 4^IM SLEDU@]U@ SISTEMU LINEJNYH ALGEBRAI^ESKIH URAWNENIJ DLQ ZNA-^ENIJ PRIBLIVENNOGO RE[ENIQ W UZLAH :nXj=1 a('j; 'i)uj = l('i); i = 1; : : : ; n: (9)wY^ISLIM KO\FFICIENTY a('i; 'j) SISTEMY (9) I KOMPONENTY EE PRA-WOJ ^ASTI l('i). sDELAEM \TO PRI POMO]I PO\LEMENTNYH WY^ISLENIJ,NO PREVDE WWEDEM TAK NAZYWAEMYE BARICENTRI^ESKIE KOORDINATY.



983. bARICENTRI^ESKIE KOORDINATYpUSTX e| TREUGOLXNIK, RASPOLOVENNYJ NA PLOSKOSTI oxy, WER[INYKOTOROGO PRONUMEROWANY ^ISLAMI 1; 2 I 3 W NAPRAWLENII, OBRATNOM HO-DU ^ASOWOJ STRELKI. kOORDINATY \TIH WER[IN SUTX (xi; yi); i=1, 2, 3.pUSTXo | TO^KA WNUTRI e I (x; y) ee KOORDINATY. sOEDINIM OTREZKAMIPRQMYH TO^KU o S WER[INAMI TREUGOLXNIKA e. w REZULXTATE TREUGOLX-NIK e BUDET RAZBIT NA TRI TREUGOLXNIKA e1; e2 I e3, GDE ei | TOT IZ NIH,ODNA IZ STORON KOTOROGO QWLQETSQ STORONOJ e, RASPOLOVENNOJ NAPROTIWi-OJ WER[INY. oPISANNAQ SITUACIQ IZOBRAVENA NA RIS. 5.
1 23O(x1; y1) (x2; y2)(x3; y3)(x; y) 12 3rIS. 5pUSTX S I Si - PLO]ADI TREUGOLXNIKOW e I ei SOOTWETSTWENNO.o P R E D E L E N I E 1. wELI^INY �i = Si=S; i = 1; 2; 3 NAZYWA@TSQBARICENTRI^ESKIMI KOORDINATAMI W TREUGOLXNIKE e.o^EWIDNO, ^TO POLOVENIE KAVDOJ KAVDOJ TO^KI o W TREUGOLXNIKE eODNOZNA^NO OPREDELQETSQ EE BARICENTRI^ESKIMI KOORDINATAMI.bARICENTRI^ESKIE KOORDINATY LINEJNO ZAWISIMY I OBLADA@T SLEDU-@]IMI O^EWIDNYMI SWOJSTWAMI :3Xi=1 �i = 1; �i(xi; yi) = 1; �i(xj ; yj) = 0; i 6= j: (10)uSTANOWIM SWQZX MEVDU BARICENTRI^ESKIMI I DEKARTOWYMI KOORDI-NATAMI. iZ ANALITI^ESKOJ GEOMETRII IZWESTNO, ^TOS = 12! det24x1 x2 x3y1 y2 y31 1 1 35 :



99pO\TOMU, NAPRIMER,�1 = det24x x2 x3y y2 y31 1 1 35 = det24x1 x2 x3y1 y2 y31 1 1 35 : (11)HO \TA FORMULA I EJ ANALOGI^NYE DLQ �2 I �3 DA@T PREDSTAWLENIE RE-[ENIQ ALGEBRAI^ESKOJ SISTEMY24x1 x2 x3y1 y2 y31 1 1 3524 �1�2�3 35 = 24xy135 (12)PRI POMO]I FORMUL kRAMERA. iSKOMAQ SWQZX USTANOWLENA. sOOTNO[E-NIE (12) INOGDA PRINIMAETSQ ZA OPREDELENIE BARICENTRI^ESKIH KOORDI-NAT.pREOBRAZUEM SOOTNO[ENIE (11), WYRAVA@]EE BARICENTRI^ESKU@ KO-ORDINATU �1 ^EREZ DEKARTOWY KOORDINATY. rASKLADYWAQ DETERMINANTIZ ^ISLITELQ (11) PO \LEMENTAM PERWOGO STOLBCA, NAJDEM, ^TOS1 = 12 det24x x2 x3y y2 y31 1 1 35 = ���� y2 y31 1 ����x � ����x2 x31 1 ���� y + ����x2 x3y2 y3 ����2 == a1x + b1x + c12 ;GDE a1 = y2 � y3; b1 = x3 � x2; c1 = x2y3 � x3y2: (13)tEM SAMYM, �i = aix + biy + ci2S ; i = 1; 2; 3; (14)A WYRAVENIE DLQ KO\FFICIENTOW ai; bi I ci ^EREZ KOORDINATY WER[INe POLU^A@TSQ IZ (13) PUTEM KRUGOWOJ PERESTANOWKI INDEKSOW 1 ! 2 !3! 1: iMENNOa2 = y3 � y1; b2 = x1 � x3; c2 = x3y1 � x1y3;a3 = y1 � y2; b3 = x2 � x1; c3 = x1y2 � x2y1: (15)



100z A M E ^ A N I E 2. iZ (13), (15) SLEDUET, ^TO3Xi=1 ai = 3Xi=1 bi = 0: (16)iMEET MESTO SLEDU@]AQ FORMULA DLQ INTEGRALA PO e BARICENTRI^ES-KOGO ODNO^LENA Ze �m1 �n2 �p3dxdy = S m!n!p!2!(m + n + p + 2)! : (17)4. mATRICA VESTKOSTI I WEKTOR NAGRUZKITREUGOLXNOGO \LEMENTApUSTX e(i) - PROIZWOLXNYJ TREUGOLXNIK TRIANGULQCII �h. pRISWOIMEGO WER[INAM (QWLQ@]IMSQ UZLAMI KONE^NO\LEMENTNOJ SETKI) NOWYENOMERA 1; 2 I 3 I BUDEM NAZYWATX \TU NUMERACI@ LOKALXNOJ. pUSTX, KAKOBY^NO, NUMERACIQ PROIZWEDENA W NAPRAWLENII, OBRATNOM HODU ^ASOWOJSTRELKI. pOSKOLXKU PRIBLIVENNOE RE[ENIE uh(x; y) LINEJNO NA e(i), TOPOLNOSTX@ ZADAETSQ TAM SWOIMI ZNA^ENIQMI uj; j = 1; 2; 3 W WER[INAH.oBOZNA^IM ^EREZ '(i)j ; j = 1; 2; 3 FUNKCII FORMY \LEMENTA e(i), T.e. NE-NULEWYE SUVENIQ BAZISNYH FUNKCIJ PROSTRANSTWA Sh1 NA e(i). pUSTXNOMER j IMEET TA IZ NIH, KOTORAQ W j-OJ WER[INE IMEET OTLI^NOE OTNULQ ZNA^ENIE, T.E. '(i)j (xj; yj) = 1, GDE (xj ; yj) | KOORDINATY \TOJWER[INY (SM. RIS. 6). o^EWIDNO, ^TO'(i)j = �j ; (18)T.E. W RASSMATRIWAEMOM SLU^AE FUNKCIQMI FORMY \LEMENTA QWLQ@TSQ
1 2 3'(i)1 1 2 3'(i)2 1 2 3'(i)3rIS. 6



101EGO BARICENTRI^ESKIE KOORDINATY. tEM SAMYMuh(x; y) = 3Xj=1 uj'(i)j (x; y) = 3Xj=1 uj�j; (x; y) 2 e(i):pUSTX u(i) = [u1 u2 u3]T | WEKTOR UZLOWYH ZNA^ENIJ PRIBLIVEN-NOGO RE[ENIQ NA e(i), A �(i) = ['(i)1 ; '(i)2 ; '(i)3 ] | MATRICA FUNKCIJ FORMY.tOGDA uh(x; y) = �(i)u(i); (x; y) 2 e(i): (19)pREDSTAWIM BILINEJNU@ (5) I LINEJNU@ (6) FORMY W WIDEa(u; v) = NXi=1 a(i)(u; v); l(v) = NXi=1 l(i)(v);GDE a(i)(u; v) = a(i)1 (u; v) + a(i)2 (u; v);a a(i)1 (u; v) = Ze(i) @u@x @v@xdxdy; a(i)2 (u; v) = Ze(i) @u@y @v@y dxdy;l(i)(v) = Ze(i) fvdxdy (20)I PODSTAWIM uh IZ (19) W (20) WMESTO u, POLOVIW ODNOWREMENNO v = vh =�(i)v(i) PRI v(i) = [v1 v2 v3]T : pRINIMAQ WO WNIMANIE, ^TO W SILU(18), (14) @'(i)j@x = aj2S ; @'(i)j@y = bj2S ;BUDEM IMETXa(i)1 (uh; vh) = Ze(i) @uh@x @vh@x dxdy == Ze(i) ([@�(i)=@x]v(i))T ([@�(i)=@x]u(i))dxdy = v(i)TK(i)1 u(i);



102GDE K(i)1 = Ze(i) [@�(i)=@x]T [@�(i)=@x]dxdy == Ze(i) h a12S a22S a32S iT h a12S a22S a32S i dxdy == 14S 24 a21 a1a2 a1a3a2a1 a22 a2a3a3a1 a3a2 a23 35| MATRICA VESTKOSTI, OTWE^A@]AQ BILINEJNOJ FORME a(i)1 (uh; vh). aNA-LOGI^NO NAHODIM K(i)2 = 14S 24 b21 b1b2 b1b3b2b1 b22 b2b3b3b1 b3b2 b23 35| MATRICU VESTKOSTI, OTWE^A@]U@ BILINEJNOJ FORME a(i)2 (uh; vh). HOTOGDA MATRICA VESTKOSTI TREUGOLXNOGO \LEMENTA e(i) (MATRICA VEST-KOSTI, OTWE^A@]AQ BILINEJNOJ FORME a(i)(uh; vh)) ESTXK(i) = K(i)1 +K(i)2 = 14S 24 a21 + b21 a1a2 + b1b2 a1a3 + b1b3a2a1 + b2b1 a22 + b22 a2a3 + b2b3a3a1 + b3b1 a3a2 + b3b2 a23 + b23 35 : (21)nAPOMNIM, ^TO S | \TO PLO]ADX TREUGOLXNIKA e(i), A aj I bj WYRAVA-@TSQ ^EREZ KO\FFICIENTY WER[IN TREUGOLXNIKA e(i) PRI POMO]I SOOT-NO[ENIJ (13), (15).dALEE, POLAGAQ, ^TO f(x; y) = const = f PRI (x; y) 2 e(i), I ISPOLXZUQFORMULU INTEGRIROWANIQ (17), IMEEMl(i)(vh) = Ze(i) fvhdxdy = Ze(i) (�(i)v(i))T fdxdy = v(i)TF (i);



103GDE F (i) = Ze(i) f �(i)Tdxdy = Sf3 [1 1 1]T (22)| WEKTOR NAGRUZKI TREUGOLXNOGO \LEMENTA e(i).5. iNWARIANTNOSTX MATRICY VESTKOSTI K(i)hORO[O IZWESTNO, ^TO OPERATOR lAPLASA INWARIANTEN OTNOSITELXNOPOWOROTA KOORDINATNOJ SISTEMY I PERENOSA EE NA^ALA. iNYMI SLOWA-MI, OPERATOR lAPLASA INWARIANTEN OTNOSITELXNO TAKOJ LINEJNOJ ZA-MENY NEZAWISIMYH PEREMENNYH, KOTORAQ PREDSTAWLQET SOBOJ DWIVENIEPLOSKOSTI KAK VESTKOGO CELOGO. pOKAVEM, ^TO POSTROENNAQ NAMI MAT-RICA VESTKOSTI K(i), OTWE^A@]AQ OPERATORU lAPLASA, TAKVE OBLADAET\TIM SWOJSTWOM INWARIANTNOSTI, T.E. POLNOSTX@ OPREDELQETSQ GEOMET-RI^ESKIMI PARAMETRAMI TREUGOLXNIKA e(i) I NE ZAWISIT OT KOORDINATEGO WER[IN NA PLOSKOSTI oxy.oBOZNA^IM ^EREZ lj DLINU STORONY TREUGOLXNIKA e(i), RASPOLOVEN-NU@ NAPROTIW j-OJ WER[INY, A ^EREZ �j | UGOL PRI \TOJ WER[INE (SM.RIS. 7). kAVDOJ IZ STORON TREUGOLXNIKA SOPOSTAWIM KOLLINEARNYJ EJWEKTOR, SOWPADA@]IJ S NEJ PO DLINE I NAPRAWLENNYJ TAK, KAK NA RIS. 7.
1 23(x1; y1) (x2; y2)(x3; y3)l3�1 �2�3~c3 l1~c1l2 ~c2rIS. 7o^EWIDNO, ^TO UKAZANNYE WEKTORY SUTXc1 = �x3 � x2y3 � y2 � ; c2 = �x1 � x3y1 � y3 � ; c3 = �x2 � x1y2 � y1 � :



104C U^ETOM (13), (15) \TI WEKTORY PRINIMA@T WID cj = [bj �aj ]T . oTS@DANAHODIM, ^TOkcjk2 = cTj cj = a2j + b2j = l2j ;ciT cj = aiaj + bibj = liljcos(� � �k) = �lilj cos �k; i 6= k 6= j;I MATRICA VESTKOSTI (21) PRINIMAET WIDK(i) = 14S 24 l21 �l1l2 cos �3 �l1l3 cos �2�l2l1 cos �3 l22 �l2l3 cos �1�l3l1 cos �2 �l3l2 cos �1 l23 35 : (23)z A M E ^ A N I E 3. tAK KAK S = 12 lilj sin �k; i 6= j 6= k 6= i; ASUMMA \LEMENTOW PO STROKE MATRICY K(i) RAWNA NUL@ (SM. (16),(21)),TO MATRICU K(i) MOVNO ZAPISATX I W SLEDU@]EM WIDEK(i) = 12 24 (ctg �2 + ctg �3) �ctg �3 �ctg �2�ctg �3 (ctg �1 + ctg �3) �ctg �1�ctg �2 �ctg �1 (ctg �1 + ctg �2)35 : (24)z A M E ^ A N I E 4. eSLI WSE �k 6 �=2; T.E. TREUGOLXNIK e(i) NE QWLQ-ETSQ TUPOUGOLXNYM, TO WNEDIAGONALXNYE \LEMENTY MATRICY VESTKOSTI(23) NEPOLOVITELXNY. eSLI VE e(i) OSTROUGOLXNYJ, T.E. �k < �=2, TOWNEDIAGONALXNYE \LEMENTY MATRICY (23) OTRICATELXNY.6. uPRAVNENIQwWEDEM ODNOMERNYJ ANALOG BARICENTRI^ESKIH KOORDINAT. pUSTX[x1; x2] | OTREZOK OSI ox (SM. RIS. 8), A l = mes [x1; x2] | EGO DLINA.� ��1 12 2Ox xx1 x2rIS. 8pUSTX TO^KA o 2 [x1; x2] I EE KOORDINATA ESTX x. oBOZNA- ^IM ^EREZl1 = mes [x; x2] I l2 = mes [x1; x]. tOGDA BARICENTRI^ESKIE KOORDINATYNA [x1; x2] SUTX �i = li=l; i = 1; 2:



105oTMETIM, ^TOl = 11! det �x2 x11 1 � ; l1 = 11! det �x2 x1 1 � ; l2 = 11! det �x x11 1 � :1. dOKAZATX, ^TO Z x2x1 �m1 �n2 dx = l m!n!1!(m + n+ 1)! :2. dOKAZATX SPRAWEDLIWOSTX FORMULY (17).3. oPREDELITX BARICENTRI^ESKIE KOORDINATY W TETRA\DRE I WYWESTIFORMULU INTEGRIROWANIQ ODNO^LENA.rASSMOTRIM OB]EE LINEJNOE \LLIPTI^ESKOE URAWNENIE WTOROGO PO-RQDKA � 2Xm;n=1 @@xn �pmn @u@xm�+ 2Xm=1 rm @u@xm + qu = f; (25)GDE [pmn]21 | SIMMETRI^NAQ POLOVITELXNO OPREDELENNAQ MATRICA. wA-RIACIONNAQ FORMULIROWKA PERWOJ ODNORODNOJ KRAEWOJ ZADA^I DLQ \TOGOURAWNENIQ SWQZANA S BILINEJNOJ FORMOJa(u; v) � Z
  2Xm;n=1pmn @u@xm @v@xn + 2Xm=1 rm @u@xm v + quv! dx1dx2:4. pOSTROITX MATRICY VESTKOSTI TREUGOLXNOGO LINEJNOGO \LEMENTAe(i), SWQZANNYE S BILINEJNYMI FORMAMIa(i)12 (u; v) = Ze(i) p12 @u@x1 @v@x2 dx1dx2;a(i)21 (u; v) = Ze(i) p21 @u@x2 @v@x1 dx1dx2:



1065. dOKAZATX, ^TO MATRICA VESTKOSTI TREUGOLXNOGO LINEJNOGO \LEMEN-TA e(i), SWQZANNAQ S BILINEJNOJ FORMOJ a(i)1 (u; v) = Re(i) r1@u=@x1vdx1dx2,PRI r1(x; y) = const = r1, (x; y) 2 e(i) IMEET WIDr16 24 a1 a2 a3a1 a2 a3a1 a2 a3 35 :6. pOSTROITX MATRICU MASSY TREUGOLXNOGO LINEJNOGO \LEMENTA e(i),T.E. MATRICU VESTKOSTI, OTWE^A@]U@ BILINEJNOJ FORMEa(i)0 (u; v) = Ze(i) quvdx1dx2:



107lEKCIQ 9sborka, swqzx s raznostnymi shemamipO POSTROENNYM W PREDYDU]EJ LEKCII MATRICAM VESTKOSTI K(i) IWEKTORAM NAGRUZKI F (i) KONE^NYH \LEMENTOW e(i) TEPERX NEOBHODIMO SO-BRATX GLOBALXNU@ MATRICU VESTKOSTI K(f) I GLOBALXNYJ WEKTOR NA-GRUZKI F(f). oB]AQ TEHNOLOGIQ SBORKI BYLA OPISANA W LEKCII 5. tAMVE I W LEKCII 6 BYLI PRIWEDENY PRIMERY SBORKI DLQ SLU^AQ OBYKNO-WENNOGO DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ. pOLAGA@, ^TO IMEW[AQ MESTONEKOTORAQ NARO^ITOSTX PROCESSA SBORKI W \TIH LEKCIQH PERESTANET WY-GLQDETX TAKOWOJ DLQ PRIMERA, RASSMATRIWAEMOGO W \TOJ LEKCII.1. pRIMERpRIMENIM PROCEDURY SBORKIK(f) I F(f) K POSTROENI@ SISTEMY URAW-NENIJ mk| DLQ ZADA^I (8.1){(8.3) W OBLASTI 
, IZOBRAVENNOJ NA RIS. 1.bUDEM PREDPOLAGATX, ^TO TRIANGULQCIQ 
 OSU]ESTWLENA SOGLASNO RIS. 2,T.E. KONE^NYMI \LEMENTAMI e(i) QWLQETSQ RAWNOBEDRENNYE PRQMOUGOLX-NYE TREUGOLXNIKI S UZLAMI W WER[INAH. nUMERACIQ \LEMENTOW I UZLOWTAKVE IZOBRAVENA NA RIS. 2. w RASSMATRIWAEMOM PRIMERE N=N (h)=6,dimu(i) = 3; dimU(f) = 7. wWEDEM NA KONE^NYH \LEMENTAH LOKALXNU@NUMERACI@ UZLOW SOGLASNO RIS. 3. pOSKOLXKU WSE KONE^NYE \LEMENTY71 26 35 41 26 35 4 1 23l3l2 l1 h�1 �2�3
@
1 @
2y xh2h h 2hrIS. 1
y xrIS. 2 rIS. 3



108ODINAKOWYE, TO, W SILU (8.23), ODINAKOWYMI BUDUT I IH MATRICY VEST-KOSTI,�) A TAKVE I WEKTORY NAGRUZKI PRI f(x; y) = const. tAK KAKl1 = h; l2 = p2h; l3 = h;cos �1 = 1p2 ; cos �2 = 0; cos �3 = 1p2 ; S = h22 ;TO, SOGLASNO (8.23), (8.22) MATRICA VESTKOSTI I WEKTOR NAGRUZKI RAS-SMATRIWAEMOGO \LEMENTA SUTXK(i) = 12 24 1 �1 0�1 2 �10 �1 135 ; F (i) = fh26 24 11135 : (1)pRI POSTROENII MATRICY INDEKSOW L, \LEMENTY KOTOROJ OPREDELQ-@TSQ IZ SOOTNO[ENIJ (5.14), PRIMEM WO WNIMANIE, ^TO LOKALXNAQ NU-MERACIQ UZLOW NA \LEMENTAH (SM. RIS. 3) NA^INAETSQ S OSTROGO UGLA,ZATEM IDET PRQMOJ UGOL, A OBHOD OSU]ESTWLQETSQ PROTIW HODA ^ASOWOJSTRELKI. iZ SKAZANNOGO I RIS. 2 I 3 SLEDUET, ^TOL = 24 1 3 7 4 6 72 7 3 5 7 67 2 4 7 5 135 : (2)sOOTNO[ENIQ (1) I (2) POLNOSTX@ OPREDELQ@T GLOBALXNU@ MATRICUVESTKOSTI K(f) I GLOBALXNYJ WEKTOR NAGRUZKI F(f).pOSTROIM K(f) I F(f). iZ (5.15) I (5.16) SLEDUET, ^TO WKLAD MATRICYK(1) W K(f) I WEKTORA F (1) W F(f) OPREDELQETSQ \LEMENTAMI PERWOGOSTOLBCA MATRICY INDEKSOW (2) I OSU]ESTWLQETSQ SLEDU@]IM OBRAZOM:\LEMENT K(1)(1; 1) PRIBAWLQETSQ K \LEMENTU IZ PERWOJ STROKI I PERWOGOSTOLBCA FORMIRUEMOJ MATRICYK(f). (zAPI[EM \TO TAK: (1; 1)! (1; 1)),\LEMENT K(1)(2; 1) PRIBAWLQETSQ K \LEMENTU IZ WTOROJ STROKI I PERWOGOSTOLBCA (2; 1)! (2; 1), A K(1)(3; 1) { K \LEMENTU SEDXMOJ STROKI PERWOGOSTOLBCA (3; 1)! (7; 1) I T.D. pOLNYJ SPISOK PEREME]ENIJ \LEMENTOW�)pRI SOOTWETSTWU@]EJ NUMERACII UZLOW.
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110MATRICY K(1) I WEKTORA F (1) IMEET WID:(1; 1)! (1; 1) (1; 2)! (1; 2) (1; 3)! (1; 7) (1)! (1)(2; 1)! (2; 1) (2; 2)! (2; 2) (2; 3)! (2; 7) (2)! (2)(3; 1)! (7; 1) (3; 2)! (7; 2) (3; 3)! (7; 7) (3)! (7):TEM SAMYM, MATRICA S(1)TK(1)S(1) I WEKTOR S(1)TF (1) IZ (4.19), (4.20)SUTX 12 2666666664 1 �1 0 0 0 0 0�1 2 0 0 0 0 �10 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 00 �1 0 0 0 0 1 3777777775 ; fh26 2666666664 1100001 3777777775 ;GDE W PRQMOUGOLXNIKI ZAKL@^ENY \LEMENTY K(1) I F (1).nA RIS. 4 IZOBRAVEN PROCESS SBORKI K(f) I F(f). kAVDAQ Q^EJKA, OT-WEDENNAQ NA \TOM RISUNKE DLQ \LEMENTOW K(f) I F(f) (IZOBRAVENA VIR-NYMI LINIQMI) RAZBITA NA [ESTX KLETO^EK, (PO ^ISLU \LEMENTOW W 
 ),I WKLAD W K(f) I F(f) OT K(i) I F (i) (S TO^NOSTX@ DO MNOVITELEJ 1=2 UK(i) I fh2=6 U F (i)) IZOBRAVEN W SOOTWETSTWU@]EJ KLETO^KE, KOTORYESOPOSTAWLENY \LEMENTAM e(i) SOGLASNO RIS. 5. oPISANNOMU WY[E \TAPUSBORKI | WKLADU \LEMENTA e(1) | OTWEDENY WERHNIE LEWYE KLETO^KI WKAVDOJ Q^EJKE, A \LEMENTYK(1) I F (1) RAZME]ENY W TEH IZ NIH, KOTORYEIME@T [TRIHOWKU. 4 52 61 3rIS. 5



111wKLAD W K(f) I F(f) OT OSTALXNYH \LEMENTOW OSU]ESTWLQETSQ ANALO-GI^NO. dLQ WIZUALIZACII SBORKI MOVET OKAZATXSQ POLEZNYM I DALEE WY-PISYWATX TABLICY NOWYH POZICIJ \LEMENTOW K(i) I F (i). |TI TABLICYSTROQTSQ IZ NADLEVA]IM OBRAZOM POWTORENNYH \LEMENTOW SOOTWETSTWU-@]IH STOLBCOW L. nAPRIMER, DLQ \LEMENTA e(2) PROCESS FORMIROWANIQTABLICY TAKOW: 372 ! 3 37 72 2 ! 3 3 37 7 72 2 2 ! 33 37 327 7 72 2 2 !33 37 3273 77 722 2 2 ! (3; 3) (3; 7) (3; 2)(7; 3) (7; 7) (7; 2)(2; 3) (2; 7) (2; 2) :eSLI U NAS WDRUG POQWILASX NEOBHODIMOSTX RE[ENIQ ZADA^I W OBLASTI
, IZOBRAVENNOJ NA RIS. 6, S TRIANGULQCIEJ I NUMERACIEJ UZLOW KAK NARIS. 7, TO W UVE POSTROENNYH K(f) I F(f) NUVNO PROIZWESTI LI[X71 2 86 35 41 26 735 4
@
1 @
2y xh2h h 2hrIS. 6
y xrIS. 7NEBOLX[IE IZMENENIQ: UWELI^ITX RAZMERY K(f) I F(f) S SEMI DO WOSXMII U^ESTX WKLAD OT NOWOGO \LEMENTA e(7) . nA RIS. 8 IZOBRAVENA KARTIN-KA, PERENESENNAQ S RIS. 4, K KOTORYJ PRIRISOWANY NOWYE POZICII DLQNOWYH \LEMENTOW NOWYH K(f) I F(f). wKLAD OT e(7) IZOBRAVEN ^ISLAMIW KRUVKAH, ^TO POLNOSTX@ SOOTWETSTWUET DOPOLNITELXNOMU, PO SRAWNE-NI@ S (2), STOLBCU NOWOJ MATRICY INDEKSOWL = 24 1 3 7 4 6 7 j 22 7 3 5 7 6 j 87 2 4 7 5 1 j 335 : (3)
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113w REZULXTATE IMEEM SLEDU@]U@ SISTEMU URAWNENIJ266666666664 1 �1=2 0 0 0 �1=2 0 0�1=2 2 0 0 0 0 �1 �1=20 0 2 �1=2 0 0 �1 �1=20 0 �1=2 1 �1=2 0 0 00 0 0 �1=2 3=2 0 �1 0�1=2 0 0 0 0 3=2 �1 00 �1 �1 0 �1 �1 4 00 �1=2 �1=2 0 0 0 0 1 377777777775| {z }K(f)
266666666664u1u2u3u4u5u6u7u8 377777777775| {z }U(f) = fh26 266666666664 23322261377777777775| {z }F(f) : (4)oSTALOSX "SNQTX FLAVKI". dLQ \TOGO NUVNO U^ESTX GRANI^NYE USLO-WIQ. iZ RIS. 6 I 7 SLEDUET, ^TO UZLY S NOMERAMI 4, 5 I 6 PRINAD-LEVAT U^ASTKU GRANICY @
1, GDE ZADANY GRANI^NYE USLOWIQ PERWOGORODA, T.E. GLAWNYE GRANI^NYE USLOWIQ. tEM SAMYM, SOOTWETSTWU@]IEURAWNENIQ W (4) (IMENNO, ^ETWERTOE, PQTOE I [ESTOE) NEPRAWILXNYE IDOLVNY BYTX OTBRO[ENY, A NEIZWESTNYM u4 ; u5 I u6 PRIPISANY ZADAN-NYE NA @
1 ZNA^ENIQ. tAK KAK PO USLOWI@ u NA @
1 RAWNQETSQ NUL@,TO I u4 = u5 = u6 = 0, ^TO SOOTWETSTWUET WY^ERKIWANI@ W OSTAW[EJSQ^ASTI MATRICY K(f) ^ETWERTOGO, PQTOGO I [ESTOGO STOLBCOW. nA @
2ZADANY ODNORODNYE GRANI^NYE USLOWIQ WTOROGO RODA. |TI USLOWIQ QW-LQ@TSQ ESTESTWENNYMI. bOLEE TOGO, ONI NE WNOSQT WOZMU]ENIJ NI WBILINEJNU@ FORMU a(u; v), POROVDENNU@ OPERATOROM lAPLASA, NI W LI-NEJNU@ FORMU l(v), POROVDENNU@ PRAWOJ ^ASTX@ URAWNENIQ (8.1). tEMSAMYM, NIKAKIH IZMENENIJ W MATRICUK(f) I WEKTOR F(f) \TI GRANI^NYEUSLOWIQ NE WNOSQT, I OKON^ATELXNYJ WID SISTEMY URAWNENIJ TAKOW:26664 1 �1=2 0 0 0�1=2 2 0 �1 �1=20 0 2 �1 �1=20 �1 �1 4 00 �1=2 �1=2 0 1 3777526664u1u2u3u7u8 37775 = fh2 26664 1=31=21=211=637775 : (5)z A M E ^ A N I E . eSLI BY NA @
2 ILI NA EE ^ASTI @
02 � @
2 WMESTOODNORODNOGO GRANI^NOGO USLOWIQ WTOROGO RODA BYLO ZADANO NEODNOROD-NOE GRANI^NOE USLOWIE TRETXEGO RODA, T.E. USLOWIE@u@n + {u = g; (x; y) 2 @
02;



114TO \TO WNESLO BY WOZMU]ENIE I W BILINEJNU@ FORMU (8.5) I W LINEJ-NU@ FORMU (8.6). iMENNO, NOWAQ BILINEJNAQ FORMA, OBOZNA^ENNAQ ^EREZa1(u; v), IMELA BY WIDa1(u; v) = a(u; v) + Z@
02 {uvds;A NOWAQ LINEJNAQ FORMA |l1(v) = l(v) + Z@
02 gvds;GDE a(u; v) I l(v) ZADA@TSQ (8.5) I (8.6). |TI WOZMU]ENIQ DOLVNY BYLIBYTX PRINQTY WO WNIMANIE PRI "SNQTII FLAVKOW" U K(f) I F(f).pUSTX, NAPRIMER, 
 TAKOWA, KAK NA RIS. 6@
02 = [(x; y)jy = 0; 0 < x < 2h];A { I g POSTOQNNYE. tOGDA WOZMU]A@]IE DOBAWKI OTRAZQTSQ NA MATRI-CAH VESTKOSTI I WEKTORAH NAGRUZKI PERWOGO I SEDXMOGO \LEMENTOW (SM.RIS. 7). iMENNO, K MATRICAM I WEKTORAM \TIH \LEMENTOW (1) DOBAWQTSQMATRICYK(1){ = Z h0 {24 �1(x; 0)�2(x; 0)�3(x; 0)35 [�1(x; 0) �2(x; 0) �3(x; 0)]dx == h{ 241=3 1=6 01=6 1=3 00 0 035 = K(7){I WEKTORY F (1)g = Z h0 g24 �1(x; 0)�2(x; 0)�3(x; 0)35 dx = gh24 1=21=20 35 = F (7)g :s U^ETOM (3) REZULXTIRU@]AQ MATRICA, KOTORAQ DOLVNA BYTX DOBAW-LENA K K(f), ESTX



115h{6 26666666664 2 1 0 0 0 0 0 01 4 0 0 0 0 0 10 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 1 0 0 0 0 0 2
37777777775 ;A REZULXTIRU@]IJ WEKTOR, KOTORYJ DOLVEN BYTX DOBAWLEN K F(f), |gh2 [1 2 0 0 0 0 0 1]T :2. sWQZX S RAZNOSTNYMI SHEMAMIpOSMOTRIM NA URAWNENIQ SISTEMY (4) S TO^KI ZRENIQ TEORII RAZ-NOSTNYH SHEM. nESMOTRQ NA TO, ^TO WID BOLX[INSTWA URAWNENIJ \TOJSISTEMY TESNYM OBRAZOM SWQZAN S WIDOM OBLASTI 
, MOVNO USMOTRETX IOB]IE ZAKONOMERNOSTI. pEREHOD OT OBLASTI 
, IZOBRAVENNOJ NA RIS. 1,K OBLASTI, IZOBRAVENNOJ NA RIS. 6, PRIWEL K WIDOIZMENENI@ WTOROGO ITRETXEGO URAWNENIJ (SM. RIS. 8). sWQZANO \TO S TEM, ^TO UZLY S NO-MERAMI 2 I 3 QWLQ@TSQ UZLAMI NOWOGO (SEDXMOGO) \LEMENTA. nETRUDNOPONQTX, ^TO E]E BOLX[EE RAS[IRENIE OBLASTI 
 MOVET PRIWESTI K IZME-NENI@ WSEH URAWNENIJ SISTEMY (4), ZA ISKL@^ENIEM SEDXMOGO: W OTLI^IEOT UZLOW 1 { 6 I 8 UZEL S NOMEROM 7 NE MOVET PRINADLEVATX (BEZ IZMENE-NIQ TRIANGULQCII) NIKAKIM KONE^NYM \LEMENTAM, KROME TEH, KOTORYEIZOBRAVENY NA RIS. 2. oTS@DA SLEDUET, ^TO, ESLI RIS. 2 RASSMATRIWATXWSEGO LI[X KAK FRAGMENT TRIANGULQCII KAKOJ-LIBO OBLASTI, TO URAW-NENIE S NOMEROM 7 IZ (4) WSE RAWNO BUDET IMETX TOT VE WID. wYPI[EM\TO URAWNENIE OTDELXNO�(u2 + u3 + u5 + u6) + 4u7 = h2f: (6)uZLY, ZNA^ENIQ PRIBLIVENNOGO RE[ENIQ W KOTORYH ISPOLXZOWANY PRINAPISANII \TOGO URAWNENIQ, IZOBRAVENY NA RIS. 9



116� � ��6 3275h hy xrIS. 9eSLI (x; y) - KOORDINATY SEDXMOGO UZLA, TO KOORDINATY WTOROGO, TRETX-EGO, PQTOGO I [ESTOGO SUTX (x; y�h); (x+h; y); (x; y+h); (x�h; y): pODE-LIM URAWNENIE (6) NA h2 I PEREPI[EM S U^ETOM TOGO, ^TO ui = uh(xi; yi).bUDEM IMETX � uh(x + h; y) � 2uh(x; y) + uh(x� h; y)h2 �� uh(x; y + h) � 2uh(x; y) + uh(x; y � h)h2 = f:nO \TO URAWNENIE ESTX NE ^TO INOE, KAK KLASSI^ESKAQ PQTITO^E^NAQ AP-PROKSIMACIQ URAWNENIQ pUASSONA (8.1). wWODQ SOKRA]ENNYE OBOZNA^E-NIQ DLQ RAZNOSTNYH OTNO[ENIJvx = v(x + y; h) � v(x; y)h ; v�x = v(x; y) � v(x � h; y)h ; v�xx = (v�x)x(7)I T.D., WY[EPRIWEDENNOE URAWNENIE ZAPI[EM TAK�(uh�xx + uh�yy) = f: (8)o^EWIDNO, ^TO PRI DOSTATO^NOJ GLADKOSTI RE[ENIQ URAWNENIQ (8.1) PO-GRE[NOSTX APPROKSIMACII URAWNENIQ (8.1) URAWNENIEM (8) W TO^KE (x; y)ESTX WELI^INA O(h2).



117pOMIMO SEDXMOGO URAWNENIQ SISTEMY (4) ZASLUVIWAET WNIMANIQ IURAWNENIE S NOMEROM 2. |TO URAWNENIE TAKVE BUDET OKON^ATELXNO SFOR-MIROWANO, ESLI PREDPOLOVITX, ^TO U^ASTOK GRANICY @
2 QWLQETSQ OT-REZKOM PRQMOJ, PROHODQ]EJ ^EREZ UZLY 1, 2 I 8. uKAZANNOE URAWNENIEIMEET WID �12u1 + 2u2 � u7 � 12u8 = h2f2 : (9)dLQ NAPISANIQ URAWNENIQ (9) ISPOLXZOWANY ZNA^ENIQ PRIBLIVENNOGORE[ENIQ W UZLAH, IZOBRAVENNYH NA RIS. 10. pUSTX (x; y) | KOORDINATY� � ��1 2 87 xrIS. 10UZLA S NOMEROM 2. tOGDA KOORDINATY UZLOW 1, 7, 8 SUTX (x�h; y); (x; y+h)I (x + h; y) . pODELIM URAWNENIE (9) NA h I PEREPI[EM W WIDE�uh(x; y + h) � uh(x; y)h � h2 uh(x� h; y) � 2uh(x; y) + uh(x + h; y)h2 = h2 f:s U^ETOM OBOZNA^ENIJ (7) BUDEM IMETX�uhy � h2uh�xx = h2 f: (10)uRAWNENIE (10) SOWPADAET S HORO[O IZWESTNOJ RAZNOSTNOJ APPROKSI-MACIEJ GRANI^NOGO USLOWIQ (8.3) DLQ URAWNENIQ pUASSONA (8.1), KOGDA@
2 OBRAZOWANA OTREZKOM PRQMOJ, PARALLELXNOJ OT Ox, A NAPRAWLENIENORMALI K @
2, WNE[NEJ PO OTNO[ENI@ K 
, PROTIWOPOLOVNO OSI Oy.oSTALXNYE URAWNENIQ SISTEMY (4) TAKVE MOGUT RASSMATRIWATXSQ KAKRAZNOSTNYE APPROKSIMACII GRANI^NOGO USLOWIQ (8.3), ODNAKO ONI MENEEPOU^ITELXNY PO SRAWNENI@ S RASSMATRIWAEMYMI NAMI URAWNENIQMI 2I 7.



1183. uPRAVNENIQ1. wYPISATX MATRICU VESTKOSTI TREUGOLXNOGO \LEMENTA, IZOBRAVEN-NOGO NA RIS. 3, PRI USLOWII, ^TO UZLY PRONUMEROWANY, NA^INAQ S WER-[INY PRQMOGO UGLA.A) wYPOLNITX ZADANIE PUTEM NEPOSREDSTWENNYH WY^ISLENIJ.B) wWESTI MATRICU INDEKSOW, RASSMATRIWAQ \LEMENT IZ RIS. 3 (WMESTES NUMERACIEJ UZLOW) KAK ISHODNYJ, A NOWYJ \LEMENT (\LEMENT S NOWOJNUMERACIEJ UZLOW) KAK ^ASTX KOMPOZICII.2. wYPISATX MATRICU VESTKOSTI I WEKTOR NAGRUZKI PRAWILXNOGO TRE-UGOLXNIKA. nAPISATX OB]EE URAWNENIE SISTEMY PRI TAKOJ TRIANGULQ-CII. (aNALOG URAWNENIQ (6))3. iSSLEDOWATX POGRE[NOSTX APPROKSIMACII GRANI^NOGO USLOWIQ (8.3)URAWNENIEM (10).4. nAPISATX ANALOG URAWNENIQ (10) DLQ SLU^AQ GRANI^NOGO USLOWIQTRETXEGO RODA.5. iSSLEDOWATX POGRE[NOSTX APPROKSIMACII URAWNENIQ (8.1) RAZNOST-NYM URAWNENIEM IZ UPRAVNENIQ 2.6. wYPISATX ANALOG SISTEMY (5) DLQ SLU^AQ, KOGDA NA @
1 ZADANONEODNORODNOE USLOWIE: uj@
1 = u0 = const.7. wYPISATX MATRICU VESTKOSTI KONE^NOGO \LEMENTA, IZOBRAVENNOGONA RIS. 3, OTWE^A@]U@ BILINEJNOJ FORME IZ UPRAVNENIQ 8.5. pOKAZATX,^TO PRIMENITELXNO K URAWNENI@ ��u+@u=@x = f , ANALOGOM URAWNENIQ(6) QWLQETSQ SLEDU@]EE URAWNENIE:�(u2 + u3 + u5 + u6) + 4u7 + h6 (�u1 + u2 + 2u3 + u4 � u5 � 2u6) = h2f:



119lEKCIQ 10treugolxnye |lementy wysokogo porqdka.prqmougolxnye |lementy1. kWADRATI^NYE I KUBI^ESKIE TREUGOLXNYEKONE^NYE \LEMENTYw LEKCII 8 PRI POSTROENII mk| DLQ URAWNENIQ pUASSONA NA PLOS-KOSTI BYLI ISPOLXZOWANY PROSTEJ[IE TREUGOLXNYE KONE^NYE \LEMEN-TY S TREMQ UZLAMI W WER[INAH I LINEJNYMI FUNKCIQMI FORMY. bU-DEM IH NAZYWATX LINEJNYMI TREUGOLXNYMI \LEMENTAMI. |TI \LEMEN-TY QWILISX OBOB]ENIEM NA DWUMERNYJ SLU^AJ DWUHTO^E^NYH KONE^NYH\LEMENTOW IZ LEKCII 3, OBRAZU@]IH KONE^NO\LEMENTNOE PROSTRANSTWOKUSO^NO-LINEJNYH NEPRERYWNYH FUNKCIJ Sh1 . w LEKCII 6 MY UWIDELI,^TO FUNKCII FORMY KONE^NOGO \LEMENTA MOGUT BYTX NE TOLXKO LINEJ-NYMI, NO I KWADRATI^NYMI I WOOB]E POLINOMIALXNYMI. dLQ OPISANIQ\TIH \LEMENTOW POTREBOWALOSX LI[X WWEDENIE DOPOLNITELXNYH UZLOWS SOHRANENIEM UZLOW NA KONCAH \LEMENTOW, ^TO OBESPE^ILO NEPRERYW-NOSTX PRIBLIVENNOGO RE[ENIQ. tO^NO TAKAQ VE SITUACIQ IMEET MESTOI W DWUMERNOM SLU^AE. tREUGOLXNYE \LEMENTY MOGUT BYTX NE TOLXKOLINEJNYMI, NO KWADRATI^NYMI, KUBI^NYMI I T.D. i ZDESX DLQ IH OPI-SANIQ TREBUETSQ WWEDENIE DOPOLNITELXNYH UZLOW. tAK KAK, NAPRIMER,KWADRATI^NAQ FUNKCIQ NA PLOSKOSTI ODNOZNA^NO OPREDELQETSQ SWOIMIZNA^ENIQMI W [ESTI TO^KAH, NIKAKIE ^ETYRE IZ KOTORYH NE LEVAT NAODNOJ PRQMOJ, TO UZLY KWADRATI^NOGO TREUGOLXNOGO \LEMENTA MOVNORASPOLOVITX W WER[INAH TREUGOLXNIKA I W SEREDINAH EGO STORON. kAKI W SLU^AE KWADRATI^NYH \LEMENTOW NA OTREZKE (LEKCIQ 6), RASPOLO-VENIE UZLOW W SEREDINAH STORON NE QWLQETSQ NEOBHODIMYM, NO UDOBNOS TO^KI ZRENIQ SIMMETRII. uBEDITESX, ^TO RASPOLOVENIE UZLOW WWER[INAH TREUGOLXNIKA I PO ODNOMU NA KAVDOJ STORONE | EDINST-WENNAQ WOZMOVNOSTX OBESPE^ENIQ NEPRERYWNOSTI KONE^NO\LEMENTNO-GO PROSTRANSTWA KUSO^NO-KWADRATI^NYH FUNKCIJ.pUSTX UZLY TREUGOLXNOGO \LEMENTA PRONUMEROWANY KAK NA RIS. 1.



120pOSTROIM EGO FUNKCII FORMY.
1 4 26 53

1 4 5 2
39 10 68 7

rIS. 1 rIS. 2pOSKOLXKU KAVDAQ FUNKCIQ FORMY OTLI^NA OT NULQ LI[X W ODNOMUZLE I TAM PRINIMAET ZNA^ENIE EDINICA, TO, NAPRIMER, '1 DOLVNA1� OBRA]ATXSQ W NULX W UZLAH 2, 5 I 3,2� OBRA]ATXSQ W NULX W UZLAH 4 I 6,3� BYTX RAWNOJ EDINICE W UZLE 1.dLQ UDOWLETWORENIQ USLOWIJ 1� DOSTATO^NO, ^TOBY W PREDSTAWLENIE'1 PRISUTSTWOWAL MNOVITELX �1 (BARICENTRI^ESKAQ KOORDINATA | SM.LEKCI@ 8). uSLOWIE 2� BUDET WYPOLNENO, ESLI W PREDSTAWLENIE '1 PRI-SUTSTWUET MNOVITELX (�1 � 1=2). tEPERX OSTALOSX DOMNOVITX PROIZWE-DENIE �1(�1 � 1=2) NA POSTOQNNU@, ^TOBY UDOWLETWORITX 3�. pOSKOLXKUBARICENTRI^ESKIE KOORDINATY SUTX LINEJNYE FUNKCII DEKARTOWYH KO-ORDINAT x I y, TO POSTROENNOE PROIZWEDENIE ESTX KWADRATI^NAQ FUNKCIQI SLEDOWATELXNO '1 = 2�1(�1 � 1=2). aNALOGI^NO NAHODIM, ^TO'i = 2�i(�i � 1=2); i = 1; 2; 3: (1)s OSTALXNYMI FUNKCIQMI FORMY E]E PRO]E: KAVDAQ IZ NIH DOLVNAOBRA]ATXSQ W NULX NA DWUH STORONAH TREUGOLXNIKA, NE SODERVA]IH UZLA,OTWE^A@]EGO \TOJ FUNKCII. pO\TOMU'4 = 4�1�2; '5 = 4�2�3; '6 = 4�3�1: (2)



121tO^NO TAK VE STROQTSQ KUBI^ESKIE TREUGOLXNYE \LEMENTY, ^ISLO UZ-LOW KOTORYH DOLVNO BYTX RAWNYM DESQTI. rASPOLAGA@TSQ UZLY SLEDU-@]IM OBRAZOM: W WER[INAH TREUGOLXNIKOW, PO DWA NA STORONAH I ODINWNUTRI. iZ SOOBRAVENIJ SIMMETRII NA KAVDOJ STORONE UZLY CELESOOB-RAZNO RASPOLOVITX RAWNOUDALENNYMI, A WNUTRENNIJ UZEL | W CENTRETQVESTI TREUGOLXNIKA. tAKOE RASPOLOVENIE UZLOW IZOBRAVENO NA RIS. 2.o^EWIDNO, ^TO PERWYE TRI FUNKCII FORMY ZADA@TSQ SOOTNO[ENIQMI'i = 9=2�i(�i � 2=3)(�i � 1=3); i = 1; 2; 3:~TO KASAETSQ, NAPRIMER, '4, TO ONA DOLVNA OBRA]ATXSQ W NULX NA PRQ-MYH, SODERVA]IH IZOBRAVENNYE NA RIS. 2 VIRNYMI SPLO[NYMI LINIQ-MI OTREZKI, A '10 DOLVNA OBRA]ATXSQ W NULX NA WSEH STORONAH. pO\TOMU'4 = 27=2�1�2(�1 � 1=3); '5 = 27=2�1�2(�2 � 1=3);'6 = 27=2�2�3(�2 � 1=3); '7 = 27=2�2�3(�3 � 1=3);'8 = 27=2�3�1(�3 � 1=3); '9 = 27=2�3�1(�1 � 1=3);'10 = 27�1�2�3:2. mATRICY VESTKOSTI KWADRATI^NOGO \LEMENTAwY^ISLIM MATRICU VESTKOSTI KWADRATI^NOGO TREUGOLXNOGO \LEMEN-TA, OPREDELQEMU@ BILINEJNOJ FORMOJZe(i) [rvh]T [ruh]dxdy;T.E. OTWE^A@]U@ OPERATORU lAPLASA. pUSTX (xj; yj) | DEKARTOWY KO-ORDINATY j-OJ WER[INY TREUGOLXNIKA e(i) (SM. RIS. 1), S | PLO]ADX\TOGO TREUGOLXNIKA, A �(i) = ['1; :::; '6] - MATRICA FUNKCIJ FORMY \LE-MENTA e(i) . iZ (1), (2) S U^ETOM (8.14) NAHODIM, ^TO@'j@x = aj2S (4�j � 1);@'3+j@x = 2S (aj+1�j + aj�j+1); j = 1; 2; 3; (3)



122GDE SOGLASNO (8.13), (8.15) aj = yj+1 � yj+2, A SUMMIROWANIE W INDEKSAHU �j ; aj; yj OSU]ESTWLQETSQ PO MODUL@ TRI. pO\TOMU�@�(i)@x �T �@�(i)@x � = 2666664A11 A12 A13 C112 C123 C131A22 A23 C212 C223 C231A33 C312 C323 C331B11 B12 B13B22 B23B33 3777775 ;GDE Akl = akal4S2 (4�k � 1)(4�l � 1);Bkl = 4S2 (ak�k+1 + ak+1�k)(al�l+1 + al+1�l);Cjkl = ajS2 (4�j � 1)(ak�l + al�k) = Cjlk:iSPOLXZUQ FORMULU INTEGRIROWANIQ BARICENTRI^ESKOGO ODNO^LENA (8.17),NAHODIM, ^TOZe(i) Akkdxdy = a2k4S2 Ze(i)(4�k � 1)2dxdy = a2k4S2 Ze(i) (16�2k � 8�k + 1)dxdy = a2k4S ;Ze(i) Akldxdy = akal4S2 Ze(i) (16�k�l � 4�k � 4�l + 1)dxdy = �akal12S ; k 6= l:dALEE, PRI j = k 6= lZe(i) Ckkldxdy = akS2 Ze(i) (4ak�k�l � ak�l + 4al�2k � al�k)dxdy = akal3S ;A PRI j 6= k 6= l 6= j



123Ze(i) Cjkldxdy = ajS2 Ze(i) (4ak�j�l � ak�l + 4al�j�k � al�k)dxdy = 0:nAKONEC,Ze(i) Bkkdxdy = 4S2 Ze(i) (ak�k+1 + ak+1�k)2dxdy = 2S (a2k + a2k+1 + akak+1) == 1S (a2k + a2k+1 + (ak + ak+1)2) = (a21 + a22 + a23)S ;IBO SOGLASNO (8.16) a1 + a2 + a3 = 0, AZe(i) B12dxdy = 4S2 Ze(i) (a1�2 + a2�1)(a2�3 + a3�2)dxdy == 13S (a1a2 + a22 + 2a1a3 + a2a3) = 2a1a3SI PO\TOMU Ze(i) B13dxdy = 2a2a3S ; Ze(i) B23dxdy = 2a1a2S :iTAK, MATRICA VESTKOSTI KWADRATI^NOGO TREUGOLXNOGO \LEMENTA, OT-WE^A@]AQ BILINEJNOJ FORME Re(i) @vh=@x @uh=@x dxdy, ESTXK(i)(a) = 112S��26666664 3a21 �a1a2 �a1a3 4a1a2 0 4a1a3�a1a2 3a22 �a2a3 4a1a2 4a2a3 0�a1a3 �a2a3 3a23 0 4a2a3 4a1a34a1a2 4a1a2 0 4(a21 + a22 + a23) 8a1a3 8a2a30 4a2a3 4a2a3 8a1a3 4(a21 + a22 + a23) 8a1a24a1a2 0 4a1a3 8a2a3 8a1a2 4(a21 + a22 + a23)37777775 :(4)



124o^EWIDNO, ^TO MATRICEJ VESTKOSTI DLQ Re(i) @vh=@y @uh=@y dxdy QWLQ-ETSQ MATRICA K(b), KOTORAQ OTLI^AETSQ OT K(a) LI[X TEM, ^TO U NEEWS@DU WMESTO aj STOQT bj (SM.(8.13), (8.15)), A POLNAQ MATRICA VESTKOS-TI KONE^NOGO \LEMENTA e(i), OTWE^A@]AQ OPERATORU lAPLASA ESTXK(i) = K(i)(a) +K(i)(b):|TU MATRICU, KAK I MATRICU (8.21) LINEJNOGO TREUGOLXNOGO \LEMENTA,MOVNO ZAPISATX W INWARIANTNOM WIDE, TO ESTX W WIDE, NE ZAWISQ]EM OTRASPOLOVENIQ TREUGOLXNIKA e(i) NA PLOSKOSTI OxyK(i) = 112S��26666664 3l21 l1l2 cos �3 l1l3 cos �2 �4l1l2 cos �3 0 �4l1l3 cos �23l22 l2l3 cos �1 �4l1l2 cos �3 �4l2l3 cos �1 03l23 0 �4l2l3 cos �1 �4l1l3 cos �24(l21 + l22 + l23) �8l1l3 cos �2 �8l2l3 cos �14(l21 + l22 + l23) �8l1l2 cos �34(l21 + l22 + l23)37777775 :pRIWEDEM WID MATRICY MASSY TREUGOLXNOGO KWADRATI^NOGO \LEMENTAM (i) = Ze(i) �(i)T�(i)dxdy = S180 2666664 6 �1 �1 0 �4 0�1 6 �1 0 0 �4�1 �1 6 �4 0 00 0 �4 32 16 16�4 0 0 16 32 160 �4 0 16 16 323777775 : (5)3. pRQMOUGOLXNYE KONE^NYE \LEMENTYpUSTX OBLASTX 
, W KOTOROJ TREBUETSQ NAJTI RE[ENIE TOJ ILI INOJZADA^I, QWLQETSQ PRQMOUGOLXNIKOM SO STORONAMI, PARALLELXNYMI KOOR-DINATNYM OSQM, ILI KOMPOZICIEJ TAKIH PRQMOUGOLXNIKOW. |TU OBLASTXLEGKO TRIANGULIROWATX KONE^NYMI \LEMENTAMI W WIDE PRQMOUGOLXNI-KOW, STORONY KOTORYH TAKVE PARALLELXNY KOORDINATNYM OSQM. pROS-TEJ[IM PRQMOUGOLXNYM \LEMENTOM QWLQETSQ BILINEJNYJ \LEMENT S UZ-LAMI W WER[INAH. bLAGODARQ OGOWORENNOJ ORIENTACII \LEMENTA OTNOSI-TELXNO OSEJ KOORDINAT BILINEJNAQ FUNKCIQ, OPREDELENNAQ NA \LEMENTE,



125NA EGO STORONAH STANOWITSQ LINEJNOJ I POLNOSTX@ OPREDELQETSQ SWOIMIZNA^ENIQMI W UZLAH, PRINADLEVA]IH SOOTWETSTWU@]IM STORONAM. |TOOBESPE^IWAET NEPRERYWNOSTX KUSO^NO-BILINEJNOJ FUNKCII, OPREDELQE-MOJ NA KOMPOZICII KONE^NYH \LEMENTOW.z A M E ^ A N I E 1. eSLI BY STORONY KONE^NYH \LEMENTOW NE BYLIPARALLELXNY KOORDINATNYM OSQM, TO ZADANNAQ NA KONE^NOM \LEMENTEBILINEJNAQ FUNKCIQ v(x; y) = a + bx + cy + dxy PRI SUVENII NA EGOGRANICU BYLA BY NE LINEJNOJ WDOLX STORONY, A KWADRATI^NOJ, I DWUHEE ZNA^ENIJ W WER[INAH \LEMENTA, PRINADLEVA]IH \TOJ STORONE, BYLOBY NEDOSTATO^NO DLQ EE ODNOZNA^NOGO OPREDELENIQ. a \TO, W SWO@ O^E-REDX, PRIWELO BY K TOMU, ^TO KUSO^NO-BILINEJNAQ FUNKCIQ, OPREDELQE-MAQ SWOIMI UZLOWYMI ZNA^ENIQMI W WER[INAH \LEMENTOW, NA KOMPOZICIIKONE^NYH \LEMENTOW BYLA BY RAZRYWNOJ.pOSTROIM FUNKCII FORMY PRQMOUGOLXNOGO BILINEJNOGO \LEMENTA SOSTORONAMI, PARALLELXNYMI KOORDINATNYM OSQM. nA RIS. 3 IZOBRAVENBAZISNYJ PRQMOUGOLXNYJ \LEMENT S UZLAMI W WER[INAH. fUNKCII FOR-
1 �1 2

34�1 0 11 t s 1 �1 3
57�1 0 11 t s29

68 4rIS. 3 rIS. 4MY NA \TOM \LEMENTE OPREDELQ@TSQ SOOTNO[ENIQMI'1(s; t) = 14(1 � s)(1� t); '2(s; t) = 14(1 + s)(1 � t);'3(s; t) = 14(1 + s)(1 + t); '4(s; t) = 14(1� s)(1 + t): (6)o^EWIDNO, ^TO DLQ PROIZWOLXNOGO PRQMOUGOLXNOGO KONE^NOGO \LEMENTA



126e(i;j) = f(x; y)j xi�1 6 x 6 xi; yj�1 6 y 6 yjgFUNKCII FORMY POLU^A@TSQ IZ (6) PUTEM ZAMENY PEREMENNYHx� xi�1h(i)=2 = s + 1; y � yj�1h(j)=2 = t+ 1; (7)GDE h(i) = xi � xi�1; h(j) = yj � yj�1; T.E.'(i;j)k = 'k �x� xi�1h(i)=2 � 1; y � yj�1h(j)=2 � 1� :nARQDU S BILINEJNYMI PRQMOUGOLXNYMI KONE^NYMI \LEMENTAMI MO-VNO WWESTI W RASSMOTRENIE BIKWADRATI^NYE, BIKUBI^NYE I WOOB]E BI-POLINOMIALXNYE PRQMOUGOLXNYE \LEMENTY. nA RIS. 4 IZOBRAVEN BA-ZISNYJ PRQMOUGOLXNYJ \LEMENT S DEWQTX@ UZLAMI, RASPOLOVENNYMI WWER[INAH, W SEREDINAH STORON I W CENTRE. nE SOSTAWLQET TRUDA WYPI-SATX FUNKCII FORMY \TOGO \LEMENTA.'1 = 14(s � 1)s(t� 1)t; '2 = 12(1 � s2)(t� 1)t;'3 = 14(s + 1)s(t� 1)t; '4 = 12(s + 1)s(1� t2);'5 = 14(s + 1)s(t+ 1)t; '6 = 12(1 � s2)(t+ 1)t;'7 = 14(s � 1)s(t+ 1)t; '8 = 12(s � 1)s(1� t2);'9 = (1� s2)(1 � t2): (8)rASSMOTRENNYE NAMI BILINEJNYJ I BIKWADRATI^NYJ PRQMOUGOLXNYEKONE^NYE \LEMENTY OTNOSQTSQ K SEMEJSTWU POLNYH BIPOLINOMIALXNYH\LEMENTOW: FUNKCIQ, ZADANNAQ NA \LEMENTE, ESTX PROIZWEDENIE MNOGO-^LENA OT ODNOJ PEREMENNOJ NA MNOGO^LEN OT DRUGOJ PEREMENNOJ. pO-MIMO TAKIH \LEMENTOW W WY^ISLITELXNOJ PRAKTIKE WSTRE^A@TSQ I, TAKNAZYWAEMYE, NEPOLNYE BIPOLINOMIALXNYE \LEMENTY, U KOTORYH W PRED-STAWLENII FUNKCII NA \LEMENTE OTSUTSTWU@T NEKOTORYE ^LENY IZ IME-@]IHSQ U POLNOGO \LEMENTA (NAPRIMER, ^LEN S x2y2, IME@]IJSQ U BI-KWADRATI^NOGO \LEMENTA). nEPOLNYE \LEMENTY IME@T MENX[EE PO SRAW-NENI@ S POLNYMI \LEMENTAMI ^ISLO STEPENEJ SWOBODY I SOOTWETSTWEN-NO MENX[EE ^ISLO UZLOW. nO ZDESX ESTX WAVNOE OGRANI^ENIE: DLQ TOGO,



127^TOBY NE NARU[ITX NEPRERYWNOSTX KUSO^NO-BIPOLINOMIALXNOJ FUNK-CII, ZADAWAEMOJ SWOIMI ZNA^ENIQMI W UZLAH, NA KOMPOZICII KONE^NYH\LEMENTOW, NELXZQ TROGATX UZLY, RASPOLOVENNYE NA GRANICE \LEMENTA.pO\TOMU NEPOLNYJ BIKWADRATI^NYJ \LEMENT OBQZAN IMETX WOSEMX UZLOWI WSE NA GRANICE, A U NEPOLNOGO BIKUBI^ESKOGO \LEMENTA ^ISLO UZLOW MO-VET BYTX OT PQTNADCATI DO DWENADCATI (TOLXKO NA GRANICE). nEPOLNYE\LEMENTY, U KOTORYH UZLY RASPOLOVENY TOLXKO NA GRANICE, OBRAZU@TTAK NAZYWAEMOE SIRENDIPOWO SEMEJSTWO. nA RIS. 5 IZOBRAVEN BAZISNYJPRQMOUGOLXNYJ \LEMENT S WOSEMX@ UZLAMI NA STORONAH. pOSTROIM EGOFUNKCII FORMY. dLQ \TOGO WOSPOLXZUEMSQ FUNKCIQMI FORMY POLNOGO
1 �1 3

57�1 0 11 t s2
68 4rIS. 5BIKWADRATI^NOGO \LEMENTA (8). oDNAKO, BEZ DOPOLNITELXNYH PREDPO-LOVENIJ ODNOZNA^NO FUNKCII FORMY NEPOLNOGO \LEMENTA OPREDELITXNELXZQ. pO\TOMU BUDEM, NAPRIMER, TREBOWATX, ^TOBY PREDSTAWLENIEFUNKCII NA KONE^NOM \LEMENTE W OTLI^IE OT BIKWADRATI^NOJ FUNK-CII NE SODERVALO ^LENA S NAIWYS[EJ STEPENX@ PO s I t W POSLEDNEJ,T.E. ^LENA s2t2. fUNKCII FORMY SIRENDIPOWA WOSXMITO^E^NOGO \LE-MENTA, IZOBRAVENNOGO NA RIS. 5, KAK OBY^NO, BUDEM OBOZNA^ATX ^EREZ'k; k = 1; : : : ; 8 , A NA FUNKCII FORMY (8) BIKWADRATI^NOGO \LEMENTABUDEM SSYLATXSQ KAK NA e'k; k = 1; : : : ; 9. iNTERESU@]IE NAS FUNKCIIFORMY BUDEM ISKATX W WIDE 'k = e'k +�k e'9, GDE POSTOQNNAQ �k WYBIRA-ETSQ IZ TEH SOOBRAVENIJ, ^TOBY W 'k OTSUTSTWOWAL ^LEN s2t2. iMEEM



128'1 = e'1 + �1 e'9 = 14(s � 1)s(t� 1)t+ �1(1� s2)(1� t2) == (s� 1)(t� 1) �st4 + �1(1 + s+ t+ st)� :oTS@DA NAHODIM, ^TO TREBUEMOE ZNA^ENIE �1 = �1=4 I PO\TOMU'1 = �14 (s � 1)(t � 1)(1 + s+ t):aNALOGI^NO NAHODQTSQ I OSTALXNYE FUNKCII FORMY'2 = �12 (1� s2)(t� 1); '3 = 14(s + 1)(t � 1)(1 � s+ t);'4 = 12(s + 1)(1 � t2); '5 = �14 (s + 1)(t + 1)(1 � s� t);'6 = 12(1� s2)(t+ 1); '7 = 14(s � 1)(t + 1)(1 + s� t);'8 = �12 (s � 1)(1 � t2):4. mATRICA VESTKOSTI BILINEJNOGO \LEMENTApOSTROIM MATRICU VESTKOSTI BILINEJNOGO \LEMENTA, OTWE^A@]U@OPERATORU lAPLASA. pUSTX xi � xi�1 = h(i) = h1; yj � yj�1 = h(j) =h2; �(i;j) | MATRICA FUNKCIJ FORMY, AK(i;j)1 = Ze(i;j) �@�(i;j)@x �T �@�(i;j)@x � dxdy:dELAQ W INTEGRALE ZAMENU PEREMENNYH (7), NAHODIM, ^TOK(i;j)1 = h2h1 1Z�1 1Z�1 2664 @'1@s@'2@s@'3@s@'4@s 3775 [ @'1@s @'2@s @'3@s @'4@s ]dsdt: (9)



129iZ (6)@'1@s = �1� t4 ; @'2@s = 1� t4 ; @'3@s = 1 + t4 ; @'4@s = �1 + t4I, SLEDOWATELXNO, K(i;j)1 = h26h1 264 2 �2 �1 1�2 2 1 �1�1 1 2 �21 �1 �2 2375 :aNALOGI^NO NAHODIM, ^TOK(i;j)2 = Ze(i;j) �@�(i;j)@y �T �@�(i;j)@y � dxdy = h16h2 264 2 1 �1 �21 2 �2 �1�1 �2 2 1�2 �1 1 2375 ;A POLNAQ MATRICA VESTKOSTI BILINEJNOGO \LEMENTA e(i;j) PRI h1 = h2K(i;j) = 16 264 4 �1 �2 �1�1 4 �1 �2�2 �1 4 �1�1 �2 �1 4375 : (10)nAJDEM GLOBALXNU@ MATRICU VESTKOSTI DLQ KWADRATNOJ OBLASTI,RAZBITOJ NA ^ETYRE KWADRATNYH KONE^NYH \LEMENTA I IZOBRAVENNOJNA RIS. 6. sOGLASNO RISUNKAM 3 I 6
� �

��� � ��
�1 �1 3

57�1 0 11 t s2
68 491 234

rIS. 6



130MATRICA INDEKSOW IMEET WIDL = 264 1 2 9 82 3 4 99 4 5 68 9 6 7375 :oTS@DA I IZ (10) NAHODIM, ^TO GLOBALXNAQ MATRICA VESTKOSTIK(f) = 16 2666666666664 4 �1 0 0 0 0 0 �1 �2�1 8 �1 �2 0 0 0 �2 �20 �1 4 �1 0 0 0 0 �20 �2 �1 8 �1 �2 0 0 �20 0 0 �1 4 �1 0 0 �20 0 0 �2 �1 8 �1 �2 �20 0 0 0 0 �1 4 �1 �2�1 �2 0 0 0 �2 �1 8 �2�2 �2 �2 �2 �2 �2 �2 �2 16
3777777777775 :pOSLEDNQQ STROKA \TOJ MATRICY OPREDELQET URAWNENIE, OTNESENNOE KUZLU 9 NA RIS. 6, LEWAQ ^ASTX KOTOROGO ESTX�13 [(u1 � 2u2 + u3)� 2(u8 � 2u9 + u4) + (u5 � 2u6 + u7)++3(u2 � 2u9 + u6) + 3(u8 � 2u9 + u4)]:eSLI NEIZWESTNYE OBOZNA^ITX ^EREZ ui;j , GDE (xi; yj) | KOORDINATY UZ-LOW, TO POSLE DELENIQ NA h2 \TO WYRAVENIE MOVNO ZAPISATX W WIDE�[u�xx + u�yy + h23 u�xx�yy]ij: (11)5. uPRAVNENIQ1. uBEDITXSQ, ^TO DLQ MATRIC (4) I (5) SPRAWEDLIWY UTWERVDENIQ6.1 I 6.2, SOOTWETSTWENNO.2. nAJTI WEKTOR NAGRUZKI KWADRATI^NOGO \LEMENTA, PREDPOLAGAQ, ^TOf(x; y) = const PRI (x; y) 2 e(i).3. pRI TOM VE USLOWII, ^TO I W ZADA^E 2, NAJTI WEKTOR NAGRUZKIBILINEJNOGO \LEMENTA.4. pOSTROITX MATRICU MASSY BIKWADRATI^NOGO \LEMENTA.



131lEKCIQ 11prigotowleniq k issledowani`shodimostipRI PRIMENENII TOGO ILI INOGO PRIBLIVENNOGO METODA DLQ RE[ENIQINTERESU@]EJ NAS ZADA^I MY WPRAWE OVIDATX, ^TO POLU^ENNOE RE[ENIEW KAKOM-TO SMYSLE BLIZKO K TO^NOMU. mY HOTELI BY TAKVE NADEQTXSQ,^TO \TOT METOD POZWOLQET NAJTI RE[ENIE S L@BOJ INTERESU@]EJ NASTO^NOSTX@. iNYMI SLOWAMI, MY HOTIM, ^TOBY ISPOLXZUEMYJ DLQ WY-^ISLENIJ PRIBLIVENNYJ METOD BYL SHODQ]IMSQ. w METODAH rITCA IgALERKINA PARAMETROM, UPRAWLQ@]IM SHODIMOSTX@, QWLQETSQ RAZMER-NOSTX n KONE^NOMERNOGO PROSTRANSTWA V n, W KOTOROM I]ETSQ PRIBLI-VENNOE RE[ENIE. kAK MY UVE OTME^ALI, W METODE KONE^NYH \LEMENTOWZA RAZMERNOSTX Sh OTWE^AET PARAMETR h, HARAKTERIZU@]IJ RAZMER KO-NE^NYH \LEMENTOW. pO\TOMU SHODIMOSTX SLEDUET OVIDATX PRI h! 0.o P R E D E L E N I E 1. gOWORQT, ^TO PRIBLIVENNYJ METOD SHO-DITSQ, ESLI POSLEDOWATELXNOSTX PRIBLIVENNYH RE[ENIJ uh PRI h ! 0SHODITSQ W NEKOTOROJ NORME K TO^NOMU RE[ENI@, T.E.limh!0 k u � uh k= 0:o P R E D E L E N I E 2. gOWORQT, ^TO METOD SHODITSQ SO SKOROSTX@O(hk); k > 0, ESLI PRI h! 0k u� uh k= O(hk):w POSLEDU@]IH LEKCIQH BUDET DOKAZANA SHODIMOSTX NEKOTORYH IZPOSTROENNYH NAMI METODOW KONE^NYH \LEMENTOW I DANY OCENKI IH SKO-ROSTI SHODIMOSTI W NEKOTORYH NORMAH. ~TOBY WSE \TO SDELATX, NAMPOTREBU@TSQ NEKOTORYE PRIGOTOWLENIQ, KOTORYM I POSWQ]ENA NASTOQ-]AQ LEKCIQ.



1321. pOSTANOWKA ZADA^InAPOMNIM POSTANOWKI WARIACIONNOJ ZADA^I I ZADA^I MINIMIZACIIFUNKCIONALA, LEVA]IE W OSNOWE mk|. sDELAEM \TO W ABSTRAKTNOM WIDEBEZ KONKRETIZACII BILINEJNOJ I LINEJNOJ FORM. pUSTX H | GILXBER-TOWO PROSTRANSTWO, l(v) | LINEJNAQ FORMA, ZADANNAQ NA H, T.E.l(v) : H ! R; l(c1v1 + c2v2) = c1l(v1) + c2l(v2);GDE c1 I c2 | POSTOQNNYE, A a(u; v) | BILINEJNAQ SIMMETRI^NAQ, POLO-VITELXNAQ FORMA, T.E.a(u; v) : H �H ! R; a(c1u1 + c2u2; v) = c1a(u1; v) + c2a(u2; v);a(u; v) = a(v; u); a(v; v) > 0 8v 6= 0: (1)pUSTX, KROME TOGO, ZADAN KWADRATI^NYJ FUNKCIONALJ(v) = 12a(v; v)� l(v) : H ! R: (2)z A D A ^ A 1. nAJTIu 2 H : J(u) = infv2H J(v): (3)z A D A ^ A 2. nAJTIu 2 H : a(u; v) = l(v) 8v 2 H: (4)nAPOMNIM, ^TO W SILU TEOREMY 2.1 ZADA^I 1 I 2 \KWIWALENTNY.pOSTAWIM ZADA^U OB OTYSKANII PRIBLIVENNOGO RE[ENIQ. pUSTX Hh| KONE^NOMERNOE PODPROSTRANSTWO PROSTRANSTWA n , T.E.Hh � H; dimHh = n <1: (5)tOGDA RITCEWSKIM RE[ENIEM ZADA^I 1 BUDET FUNKCIQuh 2 Hh : J(uh) = infvh2Hh J(vh); (6)



133A GALERKINSKIM RE[ENIEM ZADA^I 2 | FUNKCIQuh 2 Hh : a(uh; vh) = l(vh) 8vh 2 Hh: (7)rE[ENIQ ZADA^ (6) I (7) SOWPADA@T. kAK SLEDUET IZ REZULXTATOWLEKCII 3, SU]ESTWOWANIE I EDINSTWENNOSTX \TIH RE[ENIJ WYTEKAET IZPREDPOLOVENIQ (1) O POLOVITELXNOSTI KWADRATI^NOJ FORMY a(v; v).z A M E ^ A N I E 1. bILINEJNAQ FORMA a(u; v) OBLADAET WSEMI SWOJ-STWAMI SKALQRNOGO PROIZWEDENIQ.o P R E D E L E N I E 3. pRI WYPOLNENII USLOWIJ (1) BILINEJNU@ FORMUa(u; v) BUDEM NAZYWATX \NERGETI^ESKIM SKALQRNYM PROIZWEDENIEM.o P R E D E L E N I E 4. pRI WYPOLNENII USLOWIJ (1) KWADRATNYJKORENX IZ KWADRATI^NOJ FORMY a(u; v) BUDEM NAZYWATX \NERGETI^ESKOJNORMOJ I OBOZNA^ATX k v ka=pa(v; v).z A M E ^ A N I E 2. pRI NEKOTORYH INTERPRETACIQH ZADA^I 2 KWADRA-TI^NAQ FORMA a(v; v) MOVET TRAKTOWATXSQ KAK UDWOENNAQ POTENCIALXNAQ\NERGIQ, S ^EM I SWQZANY NAZWANIQ W OPREDELENIQH 3 I 4.2. sWOJSTWA PRIBLIVENNOGO RE[ENIQt E O R E M A 1. pRIBLIVENNOE RE[ENIE uh ESTX ORTOGONALXNAQW SMYSLE \NERGETI^ESKOGO SKALQRNOGO PROIZWEDENIQ a( ; ) PROEKCIQTO^NOGO RE[ENIQ u NA Hh, T.E.a(u� uh; vh) = 0 8 vh 2 Hh: (8)d O K A Z A T E L X S T W O. pOLAGAQ W (4) v = vh 2 Hh I WY^ITAQ IZPOLU^ENNOGO SOOTNO[ENIQ (7), POLU^IM (8). tEOREMA DOKAZANA.t E O R E M A 2 (OSNOWNAQ). pRIBLIVENNOE RE[ENIE uh ESTX NAILU^[EEW SMYSLE \NERGETI^ESKOJ NORMY k � ka PRIBLIVENIE TO^NOGO RE[ENIQu W Hh, T.E. k u� uh ka= infvh2Hh k u � vh ka : (9)d O K A Z A T E L X S T W O. w SILU (8) WEKTORY u�uh I uh ORTOGONALXNYI, SLEDOWATELXNO, k u k2a=k u � uh k2a + k uh k2a :



134oTS@DA WYTEKAET NERAWENSTWOk u� uh ka6k u ka :pRINIMAQ TEPERX WO WNIMANIE, ^TO ORTOGONALXNAQ PROEKCIQ vh 2 Hh NAHh ESTX TA VE vh, NAHODIM, ^TOk u � uh ka=k (u � vh)� (u � vh)h ka6k u � vh ka;OTKUDA I SLEDUET (9). tEOREMA DOKAZANA.s L E D S T W I E. w SILU TEOREMY 2 ZADA^A OCENKI RAZNOSTI MEVDUTO^NYM I PRIBLIVENNYM RE[ENIQMI W \NERGETI^ESKOJ NORME SWELASX KZADA^E OCENKI APPROKSIMACII FUNKCII u 2 H FUNKCIQMI vh 2 Hh.sWOJSTWO SIMMETRII BILINEJNOJ FORMY a(u; v) POLEZNO, NO NE NEOB-HODIMO DLQ SPRAWEDLIWOSTI SOOTNO[ENIJ TIPA (9). w SIMMETRI^NOMSLU^AE BILINEJNAQ FORMA, POROVDA@]AQ POLOVITELXNO OPREDELENNU@KWADRATI^NU@ FORMU, QWLQETSQ SKALQRNYM PROIZWEDENIEM, A POTOMUINDUCIRUET NORMU, I DLQ NEE SPRAWEDLIWO NERAWENSTWO {WARCA:kvk2a = a(v; v); ja(u; v)j 6 kuka kvka:w NESIMMETRI^NOM SLU^AE \TI SWOJSTWA BILINEJNOJ FORMY ZAMENQ@TSQDWUMQ USLOWIQMI: USLOWIEM0 < mkvk2H 6 a(v; v); (10)NAZYWAEMYM USLOWIEM KO\RCITIWNOSTI ILI H-\LLIPTI^NOSTI, I USLO-WIEM ja(u; v)j 6 M kukH kvkH ; (11)NAZYWAEMYM USLOWIEM NEPRERYWNOSTI BILINEJNOJ FORMY. iMEET MESTOt E O R E M A 3 (lEMMA sEA). eSLI BILINEJNAQ FORMA a(u; v) KO\R-CITIWNA I NEPRERYWNA, A u I uh SUTX RE[ENIQ ZADA^ (4) I (7), SOOTWET-STWENNO, TO ku� uhk 6 Mm ku � vhkH 8 vh 2 Hh:d O K A Z A T E L X S T W O. sOOTNO[ENIE (8) IMEET MESTO I W NESIM-METRI^NOM SLU^AE, PO\TOMUa(u�uh; u�uh) = a(u�uh; u�vh)+a(u�uh; vh�uh) = a(u�uh; u�vh):



135iSPOLXZUQ TEPERX USLOWIQ KO\RCITIWNOSTI I NEPRERYWNOSTI, POLU^AEMOCENKU m ku � uhk2H 6M ku � uhkH ku� vhkH ;IZ KOTOROJ I SLEDUET UTWERVDENIE TEOREMY. tEOREMA DOKAZANA.3. mODELXNAQ ZADA^AnAPOMNIM POSTANOWKU DIFFERENCIALXNOJ ZADA^I, NA PRIMERE KOTO-ROJ W PREDYDU]IH LEKCIQH MY IZU^ALI RAZLI^NYE WARIANTY mk|.tREBUETSQ NAJTI FUNKCI@ u(x), KOTORAQ UDOWLETWORQET SLEDU@]EMUURAWNENI@ I GRANI^NYM USLOWIQM:Lu � �(p(x)u0)0 + q(x)u = f(x); x 2 I = (0; 1); (12)u(0) = 0; p(1)u0(1) + {u(1) = g: (13)wARIACIONNAQ FORMULIROWKA \TOJ ZADA^I IMEET WID (4), GDEa(u; v) = Z 10 (pu0v0 + quv)dx + {u(1)v(1);l(v) = Z 10 fvdx + gv(1); (14)A H = ~H1(I) = fv(x) 2 H1(I) j v(0) = 0g: (15)bUDEM, KAK I RANX[E, PREDPOLAGATX, ^TOp(x) > c0 > 0; q(x) > 0; { > 0 (16)I, KROME TOGO, p(x) 6 c1; q(x) 6 c2: (17)pRIBLIVENNYM RE[ENIEM ZADA^I (12),(13) BUDET FUNKCIQ uh(x) IZ (6)ILI (7), GDE a(u; v) I l(v) OPREDELQ@TSQ (14), A Hh = ~Sh � ~H1(I) |NEKOTOROE KONE^NO\LEMENTNOE PROSTRANSTWO. sU]ESTWOWANIE I EDINST-WENNOSTX UKAZANNOGO PRIBLIVENNOGO RE[ENIQ ZADA^I (12),(13) GARAN-TIRUETSQ TEOREMOJ IZ LEKCII 3 PRI USLOWII, ^TO a(v; v) IZ (14) POLO-VITELXNA. eE NEOTRICATELXNOSTX O^EWIDNYM OBRAZOM SLEDUET IZ (16).|TI VE USLOWIQ OBESPE^IWA@T I POLOVITELXNOSTX a(v; v) NA ~H1(I), NO,^TOBY UWIDETX \TO, TREBU@TSQ NEKOTORYE RASSUVDENIQ.



1364. wSPOMOGATELXNYE OCENKIzDESX MY USTANOWIM RQD NERAWENSTW MEVDU NORMAMI FUNKCIJ IZH1(I) I H2(I). |TI NERAWENSTWA BUDUT ISPOLXZOWANY PRI ISSLEDOWANIIWOPROSA O POLOVITELXNOSTI KWADRATI^NOJ FORMY a(v; v) I PRI ISSLE-DOWANII APPROKSIMACIONNYH SWOJSTW PROSTRANSTWA Sh. dOKAZYWAEMAQNIVE LEMMA 1, POMIMO PRO^EGO, USTANAWLIWAET SPRAWEDLIWOSTX UVE IS-POLXZOWANNOGO NAMI RANEE UTWERVDENIQ O NEPRERYWNOSTI FUNKCIJ IZH1(I).l E M M A 1. wSQKAQ FUNKCIQ IZ H1(I) NEPRERYWNA NA �I, T.E. PRO-STRANSTWO H1(I) WKLADYWAETSQ W PROSTRANSTWO C(�I) (H1(I) � C(�I)).pRI \TOM IMEET MESTO OCENKAk v kC(�I)� maxx2�I jv(x)j 6 p2 k v k1 : (18)d O K A Z A T E L X S T W O. pUSTX v(x) 2 C1(�I), A x I � | PROIZWOLXNYETO^KI �I. tOGDA jv(�)� v(x)j = ���� Z �x v0(�)d�����: (19)oCENIWAQ INTEGRAL W PRAWOJ ^ASTI PRI POMO]I NERAWENSTWA kO[I- bU-NQKOWSKOGO,�) A ZATEM NESKOLXKO ZAGRUBLQQ POLU^ENNU@ OCENKU, BUDEMIMETX jv(�)� v(x)j 6pj� � xj ���� Z �x v02(�)d�����1=2 6pj� � xj k v0 k0 :oTS@DA PRI � = x +�x NAHODIM, ^TOjv(x +�x) � v(x)j 6pj�xj k v0 k06pj�xj k v k1 : (20)zAMETIM TEPERX, ^TO FUNKCII IZ C1(�I) PRINADLEVAT H1(I) I OBRA-ZU@T TAM WS@DU PLOTNOE MNOVESTWO (T.E. ZAMYKANIE C1(�I) PO NORMEH1(I) SOWPADAET S H1(I)). pO\TOMU NERAWENSTWO (20) SPRAWEDLIWO I DLQv(x) 2 H1(I). dALEE, TAK KAK WTOROJ SOMNOVITELX W PRAWOJ ^ASTI (20)�)nAPOMNIM, ^TO NERAWENSTWOM kO[I-bUNQKOWSKOGO PRIMENITELXNO K DANNOMUKONTEKSTU NAZYWAETSQ NERAWENSTWO j R ba f(x)g(x)dxj6qR ba f2(x)dxqR ba g2(x)dx.



137OGRANI^EN, TO PRI STREMLENII K NUL@ PRIRA]ENIQ ARGUMENTA �x STRE-MITSQ K NUL@ I STOQ]EE SLEWA PRIRA]ENIE FUNKCII, ^TO I DOKAZYWAETNEPRERYWNOSTX v(x) 2 H1(I).uSTANOWIM OCENKU (18). iZ (19) SLEDUET, ^TOjv(x)j 6 jv(�)j+ ���� Z �x v0(�)d����� 6 jv(�)j+ Z 10 jv0(�)jd�; (21)A POSLE INTEGRIROWANIQ OBEIH ^ASTEJ \TOGO NERAWENSTWA PO � BUDEMIMETX jv(x)j 6 Z 10 jv(�)jd� + Z 10 jv0(�)jd�:oCENIWAQ TEPERX KAVDYJ INTEGRAL PRAWOJ ^ASTI PRI POMO]I NERAWEN-STWA kO[I-bUNQKOWSKOGO, A ZATEM PRIMENQQ NERAWENSTWO kO[I,�) PO-LU^IM (18). lEMMA DOKAZANA.z A M E ^ A N I E 3. iZ NERAWENSTWA (20) SLEDUET NE TOLXKO NEPRERYW-NOSTX FUNKCIJ IZ H1(I), NO I IH GELXDEROWOSTX S POKAZATELEM 1=2.w SLEDU@]IH DWUH LEMMAH DLQ FUNKCIJ, OBRA]A@]IHSQ W NULX WODNOJ ILI DWUH TO^KAH OTREZKA �I, USTANAWLIWA@TSQ OCENKI NORMY SAMOJFUNKCII I EE PERWOJ PROIZWODNOJ ^EREZ NORMU PROIZWODNOJ SLEDU@]EGOPORQDKA.l E M M A 2. dLQ WSQKOJ FUNKCII v(x) 2 ~H1(I)k v k06k v0 k0 : (22)d O K A Z A T E L X S T W O. pOLOVIM W NERAWENSTWE (21) � = 0, ZATEMWOZWEDEM OBE ^ASTI W KWADRAT I REZULXTAT PROINTEGRIRUEM PO x 2 I.pRINIMAQ TEPERX WO WNIMANIE, ^TO DLQ FUNKCIJ IZ ~H1(I) v(0) = 0,PRIHODIM K (22).z A M E ^ A N I E 4. pOSKOLXKU H10 (I) � ~H1(I), TO OCENKA (22) IMEETMESTO I DLQ v 2 H10 (I).l E M M A 3. dLQ WSQKOJ FUNKCII w(x) 2 H2(I)TH10 (I)k w0 k06k w00 k0 : (23)�)nAPOMNIM, ^TO NERAWENSTWOM kO[I NAZYWAETSQ NERAWENSTWO TIPAjPmk=1 akbkj 6qPmk=1 a2kqPmk=1 b2k.



138d O K A Z A T E L X S T W O. zAMETIM, ^TOZ 10 w0(�)d� = 0:pO\TOMUdwdt = dwdt � Z 10 w0(�)d� = Z 10 �dwdt � dwd� � d� = Z 10 d� Z t� d2wd�2 d�:oTS@DA NAHODIM, ^TO

 dwdt 

20= Z 10 �dwdt �2 dt = Z 10 dt �Z 10 d� Z t� d2wd�2 d��2 :zAMENQQ PODYNTEGRALXNU@ FUNKCI@ W SAMOM WNUTRENNEM INTEGRALE PRA-WOJ ^ASTI NA EE MODULX I RAS[IRQQ PREDELY INTEGRIROWANIQ, POLU^IMk w0 k206 �Z 10 jw00jdt�2 :pRIMENENIE NERAWENSTWA kO[I-bUNQKOWSKOGO K PRAWOJ ^ASTI PRIWODITK NERAWENSTWU (23). lEMMA DOKAZANA.o P R E D E L E N I E 5. wELI^INA jvjm =k v(m) k0 NAZYWAETSQ POLU-NORMOJ PROSTRANSTWA Hm(I).pOLUNORMA SODERVIT LI[X STAR[EE SLAGAEMOE IZ TEH, KOTORYE OB-RAZU@T NORMU. eE OTLI^IE OT NORMY SOSTOIT W TOM, ^TO ONA MOVETOBRA]ATXSQ W NULX NE TOLXKO NA NULEWOM \LEMENTE. tAK, NAPRIMER,jvj1 = 0, ESLI v = const, A jvjm = 0; m 2 N, PRI v 2 Pm�1(I).l E M M A 4. w PROSTRANSTWE Hl; l = 1; 2, GDEH1 = ~H1(I); H2 = H2(I)\H10 (I);NORMA k � kl I POLUNORMA j � jl \KWIWALENTNY, PRI^EMjvjl 6k v kl6 p1 + ljvjl:d O K A Z A T E L X S T W O. dOKAVEM, NAPRIMER, NERAWENSTWA DLQ l = 1.wOZWODQ LEWU@ I PRAWU@ ^ASTI (22) W KWADRAT I PRIBAWLQQ K OBEIM



139^ASTQM POLU^ENNOGO NERAWENSTWA PO jvj21, POLU^IM PRAWOE NERAWENSTWO.lEWOE NERAWENSTWO SLEDUET IZ OPREDELENIQ NORMY I POLUNORMY. lEMMADOKAZANA. 5. oCENKA KWADRATI^NOJ FORMYuSTANOWLENNYE W PREDYDU]EM PUNKTE NERAWENSTWA MEVDU RAZLI^NY-MI NORMAMI FUNKCIJ IZ H1(I) POZWOLQ@T POLU^ITX OCENKI KWADRATI^-NOJ FORMY a(v; v) I DOKAZATX EE POLOVITELXNOSTX.l E M M A 5. pRI WYPOLNENII USLOWIJ (16), (17) KWADRATI^NAQ FOR-MA a(v; v), OTWE^A@]AQ BILINEJNOJ FORME (14), NA FUNKCIQH IZ ~H1(I)\KWIWALENTNA k v k21, T.E.c3 k v k216 a(v; v) 6 c4 k v k21; v 2 ~H1(I);GDE c3 = c0=2; c4 = (c1 + c2 + 2{):d O K A Z A T E L X S T W O. w SILU (16)a(v; v) = Z 10 (pv02 + qv2)dx + {v2(1) > c0 Z 10 v02dx = c0jvj21:oTS@DA S U^ETOM LEMMY 4 IMEEM TREBUEMU@ OCENKU KWADRATI^NOJ FOR-MY SNIZU. w SILU (17) I (18)a(v; v) 6 c1 Z 10 v02dx+c2 Z 10 v2dx+2{kvk21 6 (c1+c2+2{)kvk21 = c4kvk21:lEMMA DOKAZANA.z A M E ^ A N I E 5. iZ LEMMY 5, W ^ASTNOSTI, SLEDUET, ^TO KWADRA-TI^NAQ FORMA a(v; v) POLOVITELXNO OPREDELENA I, SLEDOWATELXNO, BILI-NEJNU@ FORMU (14) MOVNO RASSMATRIWATX KAK \NERGETI^ESKOE SKALQRNOEPROIZWEDENIE, A pa(v; v) | KAK \NERGETI^ESKU@ NORMU.mNOVESTWO FUNKCIJ v(x), ZADANNYH NA I, IME@]IH OGRANI^ENNU@\NERGETI^ESKU@ NORMU I OBRA]A@]IHSQ W NULX PRI x = 0 NAZYWA@T



140\NERGETI^ESKIM�) PROSTRANSTWOM. qSNO, ^TO OPREDELENNOE TAKIM OB-RAZOM \NERGETI^ESKOE PROSTRANSTWO SOWPADAET S RANEE WWEDENNYM (SM.(15)) PROSTRANSTWOM ~H1(I):z A M E ^ A N I E 6. iZ LEMMY 5 SLEDUET POLOVITELXNOSTX KWADRA-TI^NOJ FORMY (2.10) PRI WYPOLNENII USLOWIJ (1.3) I NA FUNKCIQH IZH10 (I):s L E D S T W I E T E O R E M Y 2 I L E M M Y 5. dLQ RAZNOSTI MEV-DU PRIBLIVENNYM I TO^NYM RE[ENIQMI ZADA^I (12),(13) SPRAWEDLIWAOCENKA k u� uh k16pc4=c3 k u� vh k1 8vh 2 ~Sh: (24)iZ OCENKI (24) SLEDUET, ^TO TO^NOSTX PRIBLIVENNOGO RE[ENIQ uhZADA^I (12), (13) W SMYSLE k � k1 OPREDELQETSQ APPROKSIMACIONNYMISWOJSTWAMI PROSTRANSTWA ~Sh PRI PRIBLIVENII TO^NOGO RE[ENIQ KAKIMBY TO NI BYLO SPOSOBOM W \TOJ VE NORME.6. uPRAVNENIQ1. bUDET LI WERNO NERAWENSTWO TIPA (23) DLQ w 2 H2(I)T ~H1(I)?2. wYQSNITX, DLQ KAKIH { < 0 WERNO UTWERVDENIE LEMMY 5 (S DRUGI-MI POSTOQNNYMI).3. wYQSNITX, DLQ KAKIH q(x), PRINIMA@]IH I OTRICATELXNYE ZNA^E-NIQ, WERNO UTWERVDENIE LEMMY 5.4. wYQSNITX, PRI KAKIH OGRANI^ENIQH NA KO\FFICIENT r(x) BILINEJ-NAQ FORMA (2.17), (1.3), ZADANNAQ NA H10 (I)�H10 (I), BUDET KO\RCITIWNOJ(10) I NEPRERYWNOJ (11).5. pUSTX 
 | OGRANI^ENNOE OTKRYTOE MNOVESTWO W R2
 � D = f(x; y) �� 0 < x; y < lg:tOGDA, ESLI v 2 H10 (
), TOkvk0 6 l=p2krvk0:�)|NERGETI^ESKIM PROSTRANSTWOM, SWQZANNYM SO SME[ANNOJ ZADA^EJ (12), (13).dLQ DRUGOJ ZADA^I, NAPRIMER, DLQ ZADA^I (12), (1.2) \NERGETI^ESKOE PROSTRANSTWO,RAWNO KAK I \NERGETI^ESKAQ NORMA, BUDET INYM.



141(NERAWENSTWO fRIDRIHSA).dOKAZATX NERAWENSTWO fRIDRIHSA.u K A Z A N I E. pRODOLVITX v 2 C1(
)TH10 (
) S 
 NA D NULEM IWOSPOLXZOWATXSQ RASSUVDENIQMI LEMMY 2.



142lEKCIQ 12|lementy teorii interpolqcii.shodimostx w H1kAK SLEDUET IZ OCENKI (11.24) H1-NORMA RAZNOSTI MEVDU TO^NYM IKONE^NO\LEMENTNYM RE[ENIQMI OCENIWAETSQ ^EREZ \TU VE NORMU RAZNOS-TI MEVDU TO^NYM RE[ENIEM I L@BOJ FUNKCIEJ vh IZ KONE^NO\LEMENT-NOGO PROSTRANSTWA. iSSLEDUEM WOPROS O WOZMOVNOSTI ISPOLXZOWANIQ WKA^ESTWE vh INTERPOLQNTA TO^NOGO RE[ENIQ.1. pERWAQ OCENKA INTERPOLQCIIpUSTX W KA^ESTWE KONE^NO\LEMENTNOGO PROSTRANSTWA ~Sh WYSTUPAETPROSTRANSTWO KUSO^NO-LINEJNYH, NEPRERYWNYH, LINEJNYH NA KAVDOM\LEMENTE FUNKCIJ, KOTORYE OBRA]A@TSQ W NULX PRI x = 0, T.E. PUSTX~Sh � ~Sh1 (SM. (3.13), (3.8)). oBOZNA^IM ^EREZ v(xi) ZNA^ENIQ NEPRE-RYWNOJ FUNKCII v(x) W UZLAH xi = ih; i = 0; : : : ; N KONE^NYH \LEMENTOWe(i); i = 1; : : : ; N I WWEDEM W RASSMOTRENIE FUNKCI@ihv(x) 2 Sh1 ; ihv(xi) = v(xi); (1)KOTORU@ BUDEM NAZYWATX INTERPOLQNTOM v(x). oCENIM RAZNOSTX MEV-DU v(x) I EE INTERPOLQNTOM. iMEET MESTOt E O R E M A 1. eSLI v(x) 2 C2(�I), A ihv 2 Sh1 | EE INTERPOLQNT,TO jv(x)� ihv(x)j 6 h28 maxx2�I jv00(x)j; (2)���� ddx (v(x) � ihv(x))���� 6 hmaxx2�I jv00(x)j: (3)d O K A Z A T E L X S T W O. nERAWENSTWO (2) PREDSTAWLQET SOBOJ HORO-[O IZWESTNU@ IZ KURSA ^ISLENNYH METODOW OCENKU TO^NOSTI LAGRANVE-WOJ INTERPOLQCII NA e(i) LINEJNYMI FUNKCIQMI. oCENKA (3) IZWESTNAMENX[E. zDESX MY DOKAVEM OBE OCENKI.



143oCENKI BUDEM PROWODITX NA KAVDOM \LEMENTE e(i) OTDELXNO. pUSTXv(x) � ihv(x) = R(i)(x); x 2 e(i): (4)tAK KAK v(xi�1) = ihv(xi�1); v(xi) = ihv(xi); (5)TO POGRE[NOSTX INTERPOLQCII R(i)(x) MOVET BYTX PREDSTAWLENA W WIDER(i)(x) = (x � xi�1)(x � xi)r(i)(x); x 2 e(i); (6)GDE r(i)(x) | NEPRERYWNAQ NA e(i) FUNKCIQ. pRINIMAQ \TO WO WNIMANIE,PEREPI[EM (4) W WIDEv(x) � ihv(x) = (x � xi�1)(x � xi)r(i)(x); x 2 e(i): (7)zAFIKSIRUEM PROIZWOLXNU@ TO^KU x 2 �e(i) (KRUVO^EK SWERHU OZNA^AET,^TO BERETSQ TOLXKO WNUTRENNQQ ^ASTX e(i) = e(i)) I WWEDEM W RASSMOTRE-NIE SLEDU@]U@ FUNKCI@ PEREMENNOJ t:'(t) = v(t) � ihv(t) � (t � xi�1)(t� xi)r(i)(x); t 2 e(i): (8)w SILU (7) \TA FUNKCIQ OBRA]AETSQ W NULX NA e(i) PO KRAJNEJ MERE W TREHTO^KAH: t = xi�1; t = xi; t = x: pO\TOMU NA OSNOWANII TEOREMY rOLLQEE PERWAQ PROIZWODNAQ '0 OBRA]AETSQ W NULX NA �e(i) PO KRAJNEJ MEREW DWUH TO^KAH I SU]ESTWUET TO^KA �(i) 2 �e(i), W KOTOROJ OBRA]AETSQW NULX WTORAQ PROIZWODNAQ '00. oTS@DA I IZ (8) c U^ETOM TOVDESTWAd2(ihv(t)) = dt2 = 0 NAHODIM, ^TO'00(�(i)) = v00(�(i)) � 2r(i)(x) = 0;T.E. r(i)(x) = 12v00(�(i)):pODSTAWLQQ \TO ZNA^ENIE r(i)(x) W (6), BUDEM IMETXR(i)(x) = 12(x � xi)(x � xi�1)v00(�(i)):



144oTS@DA ZAKL@^AEM, ^TOmaxx2e(i) jR(i)(x)j 6 h28 maxx2e(i) jv00(x)j:|TA OCENKA S U^ETOM (4) I PRIWODIT K (2).dOKAVEM TEPERX (3). pUSTXddx (v(x) � ihv(x)) = ~R(i)(x); x 2 e(i): (9)w SILU (5) SU]ESTWUET TO^KA ~�(i) 2 �e(i) TAKAQ, ^TO ~R(i)(~�(i)) = 0. pO\TO-MU j ~R(i)(x)j = ���� Z x~�(i) dd� ~R(i)(�)d����� = ���� Z x~�(i) v00(�)d����� 6 h maxx2e(i) jv00(x)j;OTKUDA S U^ETOM (9) I SLEDUET (3). tEOREMA DOKAZANA.z A M E ^ A N I E 1. uSTANOWLENNYH W TEOREME 1 OCENOK INTERPOLQCIIWPOLNE DOSTATO^NO DLQ TOGO, ^TOBY S ISPOLXZOWANIEM OCENKI (11.24) DO-KAZATX SHODIMOSTX RASSMATRIWAEMOGO mk| W NORME H1 SO SKOROSTX@O(h). pRI \TOM OTNOSITELXNO RE[ENIQ u(x) NUVNO PREDPOLOVITX, ^TOONO PRINADLEVIT C2. |TO PREDPOLOVENIE NE QWLQETSQ ^REZMERNO OBRE-MENITELXNYM, NO NE QWLQETSQ I NEOBHODIMYM DLQ SPRAWEDLIWOSTI UKA-ZANNOJ SKOROSTI SHODIMOSTI. pO\TOMU MY USTANOWIM E]E ODNU OCENKUPOGRE[NOSTI INTERPOLQCII FUNKCIQMI IZ Sh1 (PRQMO W H1 I L2), KOTO-RAQ BUDET IMETX MESTO DLQ INTERPOLIRUEMYH FUNKCIJ IZ H2(I). |TAOCENKA OKAVET NAM NEOCENIMU@ USLUGU I PRI UTO^NENII SKOROSTI SHO-DIMOSTI METODA W L2.2. oCENKA LINEJNOJ INTERPOLQCII W L2 I H1pUSTX v(x) 2 H2(I). pOSKOLXKU H2(I) � H1(I), A W SILU LEMMY 11.1FUNKCII IZ H1(I) NEPRERYWNY, TO NEPRERYWNYMI QWLQ@TSQ I FUNKCIIIZ H2(I) I MOVNO GOWORITX OB IH ZNA^ENIQH W TO^KE.



145t E O R E M A 2. eSLI v(x) 2 H2(I), A ihv 2 Sh1 | EE INTERPOLQNT,TO k v � ihv k06 h2jvj2; (10)k v � ihv k16 p2hjvj2: (11)d O K A Z A T E L X S T W O. pO OPREDELENI@ NORMY W H1(I)k v � ihv k21=k (v � ihv)0 k20 + k v � ihv k20 :zAPI[EM KAVDOE IZ \TIH SLAGAEMYH W WIDE SUMMY KWADRATOW PO\LE-MENTNYH NORM k (v � ihv)0 k20= NXi=1 k (v � ihv)0 k2L2(e(i));k v � ihv k20= NXi=1 k v � ihv k2L2(e(i)) :sDELAEM NA \LEMENTE e(i) = [xi�1; xi] LOKALXNU@ ZAMENU PEREMENNOJ(x � xi�1)=h = t (12)I BUDEM PISATXv(x) = v(xi�1 + ht) = v̂(i)(t); ihv(x) = ihv(xi�1 + ht) = {̂v̂(i)(t):tOGDA h�1 k v � ihv k2L2(e(i))= Z 10 (v̂(i) � {̂v̂(i))2dt;h k (v � ihv)0 k2L2(e(i))= Z 10 � ddt (v̂(i) � {̂v̂(i))�2 dt; (13)h3 k (v � ihv)00 k2L2(e(i))= h3 k v00 k2L2(e(i))= Z 10 �d2v̂(i)dt2 �2 dt: (14)



146pOSKOLXKU v̂(i)(0) � {̂v̂(i)(0) = v̂(i)(1)� {̂v̂(i)(1) = 0;TO DLQ RAZNOSTI v̂(i)(t)� {̂v̂(i)(t) SPRAWEDLIWY LEMMY 11.2 I 11.3, W SILUKOTORYHZ 10 [v̂(i) � {̂v̂(i)]2dt 6 Z 10 � ddt (v̂(i) � {̂v̂(i))�2 dt 6 Z 10 � d2dt2 (v̂(i) � {̂v̂(i))�2 dt:(15)iSPOLXZUQ \TI NERAWENSTWA DLQ OCENKI PRAWYH ^ASTEJ (13) ^EREZ PRAWU@^ASTX (14) I WOZWRA]AQSX PRI POMO]I LEWYH ^ASTEJ (13), (14) NAZAD KSTARYM PEREMENNYM, BUDEM IMETXk v � ihv k2L2(e(i)) 6 h4 k v00 k2L2(e(i));k (v � ihv)0 k2L2(e(i)) 6 h2 k v00 k2L2(e(i)) :sUMMIRUQ TEPERX POLU^ENNYE OCENKI PO i OT 1 DO N , POLU^IMk v � ihv k206 h4jvj22; k (v � ihv)0 k206 h2jvj22:pERWOE IZ \TIH NERAWENSTW SOWPADAET S (10). sKLADYWAQ OBA NERAWENSTWAI ZAME^AQ, ^TO (h2 + 1) 6 2, PRIHODIM K (11). tEOREMA DOKAZANA.3. sHODIMOSTX W H1iMEET MESTOt E O R E M A 3 (SHODIMOSTI). eSLI WYPOLNENY USLOWIQ (11.16), (11.17)I RE[ENIE u(x) ZADA^I (11.12), (11.13) PRINADLEVIT H2(I), TO RE[E-NIE ZADA^I (11.7), (11.14) S Hh = ~Sh1 IZ (3.13) (PRIBLIVENNOE RE[ENIE)SHODITSQ K RE[ENI@ ZADA^I (11.12), (11.13) W SMYSLE NORMY PROSTRAN-STWA H1(I) SO SKOROSTX@ O(h), T.E.k u� uh k16 chjuj2;GDE S = const > 0 NE ZAWISIT NI OT h, NI OT u.d O K A Z A T E L X S T W O. tREBUEMOE NERAWENSTWO SLEDUET IZ OCENKI(11.24), W KOTOROJ POLOVENO vh = ihu, I TEOREMY 2.



147iTAK, MY DOKAZALI SHODIMOSTX IZU^AEMOGO mk| NA Sh1 I USTANOWILIOCENKU EGO SKOROSTI SHODIMOSTI W SMYSLE NORMY PROSTRANSTWA H1(I),KOTORAQ OKAZALASX O(h) PRI u 2 H2(I). |TO PREDPOLOVENIE O GLADKOSTIISKOMOGO RE[ENIQ NE QWLQETSQ SLI[KOM OBREMENITELXNYM; ESLI BY MYPRI DOKAZATELXSTWE TEOREMY 3 WOSPOLXZOWALISX NE TEOREMOJ 2, A TEO-REMOJ 1, TO NAM PRI[LOSX BY PREDPOLAGATX, ^TO u 2 C2(�I). nO, KAKIZWESTNO, APPETIT PRIHODIT WO WREMQ EDY. wWODQ W LEKCII 2 PONQTIEOBOB]ENNOGO RE[ENIQ, MY BYLI PREISPOLNENY GORDOSTI OT TOGO, ^TOOPREDELILI RE[ENIE I W TOM SLU^AE, KOGDA KO\FFICIENT p(x) URAWNENIQ(11.12) IMEET RAZRYWY PERWOGO RODA. nO ESLI p(x)2C(�I); TO OBOB]EN-NOE RE[ENIE u2H2(I) I, KAZALOSX BY, POLU^ENNYE NAMI REZULXTATY OSHODIMOSTI METODA ZDESX NE PRIMENIMY. nA SAMOM DELE, KAK SLEDUETIZ DOKAZATELXSTWA TEOREMY 2, PREDPOLOVENIE O PRINADLEVNOSTI u K H2DOLVNO IMETX MESTO TOLXKO NA \LEMENTAH e(i), T.E. DOSTATO^NO PREDPO-LAGATX, ^TO uje(i) 2 H2(e(i)); i = 1; : : : ; N:nO TOGDA, OSU]ESTWLQQ RAZBIENIE I NA KONE^NYE \LEMENTY e(i), NUVNOPOZABOTITXSQ O TOM, ^TOBY TO^KI RAZRYWA KO\FFICIENTA p(x) (A LU^[EI TO^KI RAZRYWA DRUGIH KO\FFICIENTOW) POPALI NA GRANICY \LEMENTOW.pRI \TOM MOVET SLU^ITXSQ, ^TO NE WSE \LEMENTY e(i) BUDUT IMETX ODINA-KOWU@ DLINU, T.E. SETKA UZLOW MOVET OKAZATXSQ NERAWNOMERNOJ. nO PRIDOKAZATELXSTWE TEOREMY 2 PO SU]ESTWU NIGDE I NE PREDPOLAGALOSX, ^TOWSE \LEMENTY ODINAKOWYE. w NOWOJ REDAKCII TEOREMY 2 NUVNO LI[XPOD h W (10) I (11) PONIMATX maxi h(i); GDEh(i) = mes e(i) = xi � xi�1:iTAK, NALI^IE RAZRYWOW U KO\FFICIENTOW URAWNENIQ (11.12) NE QW-LQETSQ PREPQTSTWIEM DLQ SHODIMOSTI mk| SO SKOROSTX@ O(h), ESLIRAZBIENIE NA \LEMENTY PROIZWEDENO NADLEVA]IM OBRAZOM.nU, A ^TO MOVNO SKAZATX O SHODIMOSTI ISSLEDUEMOGO mk| W SMYSLENORMY L2(I)? rAZUMEETSQ, SHODIMOSTX SO SKOROSTX@ O(h) IMEET MES-TO | \TO SLEDUET IZ TEOREMY 3. nO W TEOREME 2 GOWORITSQ O TOM, ^TOFUNKCIQ IZ H2(I) PRIBLIVAETSQ SWOIM INTERPOLQNTOM IZ Sh1 W L2(I) STO^NOSTX@ O(h2). nE BUDET LI TAKOJ VE I SKOROSTX SHODIMOSTI mk|?



148oTWET POLOVITELXNYJ, NO DLQ POLU^ENIQ \TOJ OCENKI MY NE RASPOLAGA-EM SOOTNO[ENIEM TIPA (11.24), I TREBU@TSQ SPECIALXNYE RASSMOTRENIQ(SM. TEOREMU 14.3).e]E ODIN WOPROS: NE BUDET LI SHODIMOSTX W H1(I) IMETX BOLEE WYSO-KU@ SKOROSTX, ESLI u 2 H3(I)? oKAZYWAETSQ, NET. dLQ POWY[ENIQ SKO-ROSTI SHODIMOSTI mk| NUVNO ISPOLXZOWATX KONE^NO\LEMENTNYE PRO-STRANSTWA, OBRAZOWANNYE POLINOMAMI BOLEE WYSOKOJ STEPENI.4. oCENKA POGRE[NOSTI INTERPOLQCII IZ ShkrASSMOTRIM WOPROS O POLINOMIALXNOJ INTERPOLQCII BOLEE PODROBNO.pO ANALOGII S (3.8) I (6.1) WWEDEM W RASSMOTRENIE KONE^NO\LEMENTNOEPROSTRANSTWOShk = nvh 2 C(�I)j vhje(i) 2 Pk �e(i)� ; i = 1; : : : ; No : (16)wYDELIM W NEM PODPROSTRANSTWO~Shk = fvh 2 Shk j vh(0) = 0g (17)I BUDEM S^ITATX, ^TO PRIBLIVENNYM RE[ENIEM ZADA^I (11:12); (11:13)QWLQETSQ FUNKCIQ uh 2 ~Shk . dLQ OCENKI TO^NOSTI \TOGO PRIBLIVENNOGORE[ENIQ NAM POTREBUETSQ UTWERVDENIE, ANALOGI^NOE TEOREME 2.pUSTX h(i) = mes e(i) = xi � xi�1 ,h = maxi h(i);MY W OTKRYTU@ OTKAZYWAEMSQ OT PREDPOLOVENIQ O RAWNOMERNOSTI RAZ-BIENIQ OTREZKA I = [0; 1]:oBOZNA^IM ^EREZx(i)j = xj�1 + h(i)k j; j = 0; 1; : : : ; k;UZLY \LEMENTA e(i). o^EWIDNO, ^TO x(i)0 = xi�1, A x(i)k = xi. pUSTXih;kv(x) 2 Shk ; ih;kv(x(i)j ) = v(x(i)j ) | INTERPOLQNT v(x).t E O R E M A 4. eSLI v 2 Hk+1(I), A ih;kv 2 Shk | EE INTERPOLQNT,TO k v � ih;kv kl6 chk+1�ljvjk+1; l = 0; 1; (18)



149GDE c = const > 0 NE ZAWISIT NI OT v, NI OT h.d O K A Z A T E L X S T W O. bUDEM SLEDOWATX LOGIKE DOKAZATELXSTWATEOREMY 2 I RAZOBXEM DOKAZATELXSTWO NA PQTX \TAPOW.1�: pREDSTAWIM KWADRAT OCENIWAEMOJ NORMY W WIDE SUMMY KWADRATOWPO\LEMENTNYH NORMk v � ih;kv k2l= NXi=1 k v � ih;kv k2Hl(e(i)); l = 1; 2;I BUDEM PROWODITX OCENKI NA KAVDOM \LEMENTE W OTDELXNOSTI.2�: pEREJDEM W INTEGRALAH PO \LEMENTAM K LOKALXNYM PEREMENNYM(12) (S h(i) WMESTO h). pRINIMAQ WO WNIMANIE (13), BUDEM IMETX�h(i)�2l�1 jv � ih;kvj2Hl(�e(i)) = jv̂(i) � {̂k v̂(i)j2Hl(0;1); l = 0; : : : ; k: (19)3�: oCENIM PRAWU@ ^ASTX (19) ^EREZ L2 NORMU PODHODQ]EJ PROIZ-WODNOJ (^EREZ PODHODQ]U@ POLUNORMU) (SR. S (15)). |TO CENTRALXNYJI NAIBOLEE OTWETSTWENNYJ \TAP DOKAZATELXSTWA. pROWODITX EGO TEMVE SPOSOBOM, KOTORYJ BYL ISPOLXZOWAN PRI DOKAZATELXSTWE TEOREMY 2,PRI PROIZWOLXNOM k SLI[KOM TRUDNO. wMESTO \TOGO MY SNA^ALA OCE-NIM H0(0; 1) I H1(0; 1)- NORMY ^EREZ NORMU W PROSTRANSTWE Hk+1(0; 1).o^EWIDNO (SM. (1.15)), ^TO PRI k + 1 > ljv̂ � {̂k v̂(i)jHl(0;1) 6k v̂ � {̂k v̂(i) kHk+1(0;1) (20)I SAMA \TA OCENKA NA PERWYJ WZGLQD OSOBOJ CENNOSTI NE PREDSTAWLQET.oDNAKO, \TA OCENKA OKAZYWAETSQ TEM, ^EM NADO, ESLI DLQ FUNKCIJ WIDA(v̂(t) � {̂kv̂(t)) NORMA I POLUNORMA W Hk+1(0; 1) \KWIWALENTNY. dANNOEPREDPOLOVENIE NE BUDET WYGLQDETX BESPO^WENNYM, ESLI PRINQTX WO WNI-MANIE LEMMU 11.4 I TOT FAKT, ^TO FUNKCIQ (v̂(t)� {̂k v̂(t)) W (k+1) TO^KEOTREZKA [0; 1] OBRA]AETSQ W NULX.iTAK, PUSTX IMEET MESTOp R E D L O V E N I E. dLQ WSQKOJ FUNKCII v̂(t) 2 Hk+1(0; 1)k v̂(t) � {̂k v̂(t) kHk+1(0;1)6 cjv̂(t) � {̂k v̂(t)jHk+1(0;1); (21)GDE c = const > 0 NE ZAWISIT OT v̂(t).



150dOKAZATELXSTWO \TOGO PREDLOVENIQ BUDET DANO W SLEDU@]EJ LEKCII, APOKA PODSTAWIM (21) W (20) I PRIMEM WO WNIMANIE, ^TOdk+1 [̂ikv̂(t)]=dtk+1 � 0: w REZULXTATE BUDEM IMETXjv̂(i) � {̂k v̂(i)jHl(0;1) 6 cjv̂(i)jHk+1(0;1); k + 1 > l: (22)4�: pEREJDEM W (22) K STAROJ PEREMENNOJ x. pRINIMAQ WO WNIMANIE,^TO jv̂(i)j2Hk+1(0;1) = Z 10 �dk+1v̂(i)dtk+1 �2 dt = �h(i)�2k+1 Ze(i) �v(k+1)�2 dxI U^ITYWAQ (19), POLU^IMjv � ih;kvjHl(e(i)) 6 c�h(i)�k+1�l jvjHk+1(e(i)); l = 0; : : : ; k: (23)5�: wOZWEDEM W KWADRAT OBE ^ASTI POLU^ENNOGO NERAWENSTWA, A ZA-TEM PROSUMMIRUEM PO i OT 1 DO N . tREBUEMAQ OCENKA (18) WYTEKAETIZ POLU^ENNOGO NERAWENSTWA, ESLI PRINQTX WO WNIMANIE, ^TO h(i) 6 h.sPRAWEDLIWOSTX TEOREMY W PREDPOLOVENIQH (21) DOKAZANA.t E O R E M A 5. eSLI WYPOLNENY USLOWIQ (11.16), (11.17) I RE[ENIEu(x) ZADA^I (11.12), (11.13) PRINADLEVIT Hk+1(I); k 2 N; TO RE[ENIEZADA^I (11.7), (11.14) S Hh = ~Shk IZ (17) (PRIBLIVENNOE RE[ENIE) SHO-DITSQ K RE[ENI@ ZADA^I (11.12), (11.13) W SMYSLE NORMY PROSTRANSTWAH1(I) SO SKOROSTX@ O(hk), T.E.k u � uh k16 chkjujk+1;GDE c = const > 0 NE ZAWISIT NI OT h, NI OT u.d O K A Z A T E L X S T W O TEOREMY SLEDUET IZ OCENKI (11.24) ITEOREMY 4. 5. uPRAVNENIQ1. dOKAZATX, ^TO POSTOQNNAQ W PRAWOJ ^ASTI OCENKI (2) NEULU^[AEMA.



1512. pUSTX v 2 C2(�I) I v(0) = v(1) = 0, A G(x; �) | FUNKCIQ gRINAOPERATORA d2=dx2 S GRANI^NYMI USLOWIQMI PERWOGO RODA. tOGDAv(x) = � Z 10 G(x; �)v00(�)d�:iSPOLXZUQ \TO PREDSTAWLENIE, DOKAZATX, ^TO�� ddx (v(x) � ihv(x))�� 6 h2 maxx2I jv00(x)j:pRIWESTI PRIMER, POKAZYWA@]IJ, ^TO POSTOQNNAQ W PRAWOJ ^ASTI \TOJOCENKI NEULU^[AEMA.3. pUSTX v 2 H10 (I)TH2(I) I P11 vkp2 sin k�x | EE RQD fURXE. dLQl = 0; 1; 2 PROWERITX RAWENSTWO k v(l) k20=P1k=1(k�)(2l)v2k I DOKAZATX, ^TOk v � ihv k06 h2�2 jvj2; jv � ihvj1 6 h� jvj2:pRIMERAMI PODTWERDITX NEULU^[AEMOSTX POSTOQNNYH W \TIH OCENKAH.



152lEKCIQ 13|kwiwalentnaq normirowka HsoSNOWNAQ CELX \TOJ LEKCII| OBOSNOWANIE PREDLOVENIQ, WYSKAZANNO-GO PRI DOKAZATELXSTWE TEOREMY 12.4 I OFORMLENNOGO W WIDE NERAWENSTWA(12:21). uSTANOWIM PREVDE NESKOLXKO PROSTYH UTWERVDENIJ O PREDSTAW-LENII FUNKCII ILI EE PROIZWODNYH ^EREZ PROIZWODNU@ BOLEE WYSOKOGOPORQDKA (SM. (11:19); (11:24)). iMENNO TAKIE PREDSTAWLENIQ POZWOLILINAM DOKAZATX LEMMU 11:4 OB \KWIWALENTNOJ NORMIROWKE H1(I) I H2(I)NA SOOTWETSTWU@]IH KLASSAH FUNKCIJ.1. wSPOMOGATELXNYE PREDSTAWLENIQl E M M A 1. eSLI v(0) = 0, TOv(t) = Z t0 v0(�) d�: (1)d O K A Z A T E L X S T W O O^EWIDNO. iMENNO \TO PREDSTAWLENIE BYLOISPOLXZOWANO PRI DOKAZATELXSTWE LEMMY 11.2.l E M M A 2. eSLI v(0) = v(1) = 0, TOv0(t) = Z 10 g2(t; �) v00(�) d�; (2)GDE g2(t; �) = � �; 0 < � < t;� � 1; t < � < 1:d O K A Z A T E L X S T W O. iZ (1) POSLE INTEGRIROWANIQ PO ^ASTQMNAHODIM, ^TOv(t) = Z t0 v0(�) d� = �v0(�) �����=t�=0 � Z t0 �v00(�) d� == tv0(t) � Z t0 �v00(�) d�:



153mY WOSPOLXZOWALISX TEM, ^TO v(0) = 0. s DRUGOJ STORONYv(t) = � Z 1t v0(�) d� = �(� � 1)v0(�) �����=1�=t + Z 1t (� � 1)v00(�) d� == (t� 1)v0(t) + Z 1t (� � 1)v00(�) d�:wY^ITAQ TEPERX IZ WTOROGO TOVDESTWA PERWOE, POLU^IMv0(t) = Z t0 �v00(�) d� + Z 1t (� � 1)v00(�) d�;^TO SOWPADAET S (2). lEMMA DOKAZANA.z A M E ^ A N I E 1. pREDSTAWLENIE (2) MOVET BYTX POLU^ENO I IZDRUGIH SOOBRAVENIJ. rASSMOTRIM SLEDU@]U@ KRAEWU@ ZADA^U�u00(t) = f(t); 0 < t < 1; u(0) = u(1) = 0: (3)pOSTROIM EE FUNKCI@ gRINA, T.E. FUNKCI@, KOTORAQ UDOWLETWORQETUSLOWIQM � d2dt2G(t; �) = �(t� �); 0 < t < 1;G(0; �) = G(1; �) = 0; (4)GDE �(t � �) | DELXTA-FUNKCIQ dIRAKA, SOSREDOTO^ENNAQ W TO^KE t =� 2 (0; 1), T.E. LINEJNYJ NEPRERYWNYJ FUNKCIONAL, OPREDELENNYJ NAFUNKCIQH v(x) 2 C(I) FORMULOJ ( SRAWNI S (1.12))��(t� �); v(t)� = ��(�); v(� + �)� = v(�):lEGKO PROWERITX, ^TOG(t; �) = � t(1� �); 0 6 t 6 �;�(1� t); � 6 t 6 1: (5)nO TOGDAu(t) = Z 10 G(t; �) f(�) d�; u0(t) = Z 10 @G(t; �)@t f(�) d�;



154GDE @G@t = � 1� �; 0 6 t < �;��; � < t 6 1:pRINIMAQ TEPERX WO WNIMANIE, ^TO f(�) � �u00(�), PRIHODIM K PRED-STAWLENI@ (2).l E M M A 3. eSLI v(0) = v(1=2) = v(1) = 0, TOv00 = Z 10 g3(t; �) v000(�) d�; (6)GDE g3(t; �) = 28>>><>>>: �2; � < min(t; 1=2);�2 � 2(� � 1=2)2; 1=2 < � < t;�(� � 1)2 + 2(� � 1=2)2; t < � < 1=2;�(� � 1)2; � > max(t; 1=2): (7)d O K A Z A T E L X S T W O. pUSTX tj ESTX ODNO IZ ^ISEL 0; 1=2 ILI 1.tOGDA v(t) = Z ttj v0(�) d� = (� � tj)v0(�)jttj � Z ttj (� � tj)v00 d� == (t� tj)v0(t)� 12(� � tj)2v00(�)jttj � Z ttj (� � tj)22 v000(�) d�:pOLAGAQ ZDESX POSLEDOWATELXNO tj RAWNYM 0; 1=2 I 1, POLU^IM SISTEMULINEJNYH ALGEBRAI^ESKIH URAWNENIJ OTNOSITELXNO v(t); v0(t) I v00(t) WIH PREDSTAWLENII ^EREZ v000v(t) � tv0(t) + 12 t2v00(t) = Z t0 �22 v000(�) d�;v(t) � (t � 1=2)v0(t) + 12(t� 1=2)2v00(t) = Z t1=2 (� � 1=2)22 v000(�) d�;v(t) � (t � 1)v0(t) + 12(t� 1)2v00(t) = Z t1 (� � 1)22 v000(�) d�:



155nAJDEM OTS@DA v00(t), ISPOLXZUQ FORMULY kRAMERA. oPREDELITELX \TOJSISTEMY ESTX OPREDELITELX wANDERMONDA I RAWEN� = ������ 1 �t t2=21 �(t� 1=2) (t� 1=2)2=21 �(t� 1) (t� 1)2=2 ������ == �12 (t� 1� t+ 1=2)(t� 1� t)(t� 1=2� t) = 1=8:zAMENQQ TRETIJ STOLBEC OPREDELITELQ STOLBCOM SWOBODNYH ^LENOW (OBO-ZNA^IM IH WREMENNO ^EREZ f1; f2 I f3), BUDEM IMETX�3 = ������ 1 �t f11 �(t � 1=2) f21 �(t � 1) f3 ������ = 12f1 � f2 + 12f2:tEM SAMYM,v00(t) = �3� = 4f1 � 8f2 + 4f3 = 2�Z t0 �2v000(�) d���2 Z t1=2(� � 1=2)2v000(�) d� + Z t1 (� � 1)2v000(�) d�) :oTS@DA SLEDUET, ^TO ESLI t 6 1=2, TOv00(t) = 2(Z t0 �2v000(�) d� + Z 1=2t �2(� � 1=2)2 � (� � 1)2� v000(�) d��� Z 11=2(� � 1)2v000(�) d�) ;A ESLI t > 1=2, TOv00(t) =2(Z 1=20 �2v000(�) d� + Z t1=2 ��2 � 2(� � 1=2)2� v000(�) d��� Z 1t (� � 1)2v000(�) d�� :



156oBA SOOTNO[ENIQ MOVNO ZAPISATX W WIDE ODNOJ FORMULY (6), ESLI QDROg3(t; �) PRI 0 6 t; � 6 1 ZADATX SOGLASNO RIS. 1,�2�2 �(� � 1)2�(� � 1)2�2(� � 1=2)2+�2�(�� 1)2+2(� � 1=2)2rIS. 1^TO SOWPADAET S (7). lEMMA DOKAZANA.l E M M A 4. pUSTX 0 6 t0 < t1 < t2 < ::: < tl 6 1. tOGDA, ESLIv(tj) = 0, j = 0; 1; :::; l, TOv(l)(t) = Z 10 gl+1v(l+1)(�) d�;GDE gl+1(t; �) OGRANI^ENA PRI 0 6 �; t 6 1.d O K A Z A T E L X S T W O \TOJ LEMMY MOVNO USMOTRETX W DOKAZATELX-STWE LEMMY 3.l E M M A 5. eSLIv(0) = v0(0) = v(1) = v0(1) = 0; (8)TO v(j) = Z 10 g4;j(t; �)v0000(�) d�; j = 0; :::; 3; (9)GDE g4;j(t; �) = @j@tjG4(t; �);A G4(t; �) = 16� t2(� � 1)2(�2�t � t+ 3�); t 6 �;�2(t � 1)2(�2�t � � + 3t); t > �: (10)



157d O K A Z A T E L X S T W O. rASSMOTRIM SLEDU@]U@ ZADA^U O POSTROENIIFUNKCII gRINA:d4dt4G4(t; �) = �(t� �); 0 < t < 1; (11)G4(0; �) = ddtG4(0; �) = G4(1; �) = ddtG4(1; �) = 0: (12)tOGDA DLQ L@BOJ DOSTATO^NO GLADKOJ FUNKCII v(t), UDOWLETWORQ@]EJGRANI^NYM USLOWIQM (8), SPRAWEDLIWO PREDSTAWLENIEv(t) = Z 10 G4(t; �)v0000(�) d�: (13)o^EWIDNO, ^TO FUNKCIQ (10) UDOWLETWORQET GRANI^NYM USLOWIQM (12) IQWLQETSQ RE[ENIEM URAWNENIQ (11) PRI t 6= � (KAK MNOGO^LEN TRETXEJSTEPENI PO t). lEGKO PROWERITX, ^TO FUNKCIQ (10) NEPRERYWNA PRI t = �I IMEET W \TOJ TO^KE NEPRERYWNYE PROIZWODNYE PO t DO WTOROGO PORQDKA.eE TRETXQ PROIZWODNAQ PRI t = � RAZRYWNA I IMEET SKA^EK, RAWNYJEDINICE. iZ SKAZANNOGO SLEDUET, ^TO FUNKCIQ (10) QWLQETSQ ISKOMOJFUNKCIEJ gRINA I PREDSTAWLENIQ (9) SLEDU@T IZ (13). lEMMA DOKAZANA.hO^ETSQ NADEQTXSQ, ^TO PRIWEDENNYE PRIMERY SFORMIROWALI U ^I-TATELQ NEKOTOROE PREDSTAWLENIE O TOM, KAKIE UTWERVDENIQ TIPA LEMM1 { 4 WOZMOVNY, A KAKIE NET.2. |KWIWALENTNAQ NORMIROWKA HsdOKAVEM TEPERX PREDLOVENIE, SFORMULIROWANNOE W PREDYDU]EJ LEK-CII.l E M M A 6. pUSTX 0 6 t0 < t1 < t2 < ::: < ts�1 6 1, A is�1v(t) |INTERPOLQNT v(t) S UZLAMI tj, j = 0; 1; :::; s� 1. tOGDAkv(t) � is�1v(t)ks � jvjs:d O K A Z A T E L X S T W O. pOSKOLXKU is�1v(t) ESTX MNOGO^LEN STEPENINE WY[E s � 1, TO jvjs = jv � is�1vjs 6 kv � is�1vks: (14)



158s DRUGOJ STORONY, kv � is�1vk2s = sXl=0 jv � is�1vj2l ; (15)A W SILU LEMMY 4dldtl (v � is�1v) = Z 10 gl+1(t; �) dl+1d�l+1 �v(�) � is�1v(�)� d�I, SLEDOWATELXNO,jv � is�1vjl 6 cl+1jv � is�1vjl+1 6 cl+1:::csjv � is�1vjs == cl+1:::csjvjs:pODSTAWLQQ \TI OCENKI W (15), BUDEM IMETXkv � is�1vk2s 6 cjvj2s; (16)GDE c NE ZAWISIT OT v. oCENKI (14) I (16) DOKAZYWA@T LEMMU.s TO^KI ZRENIQ IZLOVENNOGO W LEKCII 12 NA \TOM MOVNO BYLO BYZAKON^ITX RAZGOWOR OB \KWIWALENTNOJ NORMIROWKE Hs(0; 1) NA IZU^ENNOMPODMNOVESTWE FUNKCIJ. oDNAKO, DLQ POLNOTY KARTINY, MY USTANOWIM\KWIWALENTNU@ NORMIROWKU WSEGO Hs(0; 1).l E M M A 7. pUSTX 0 6 t0 < t1 < t2 < ::: < ts�1 6 1. tOGDA DLQ L@BOJv(t) 2 Hs(0; 1) kvks � kvk�s :=vuutjvj2s + s�1Xl=0 v2(tl): (17)d O K A Z A T E L X S T W O. kAK IZWESTNO, INTERPOLQCIONNYJ MNOGO^LENis�1v(t) W FORME lAGRANVA IMEET WIDis�1v(t) = s�1Xl=0 v(tl)pl;s�1(t);GDE pl;s�1(t) = s�1Yj 6=l t� tjtl � tj :



159pO\TOMU jis�1vjm 6 cm s�1Xl=0 jv(tl)j;GDE cm NE ZAWISIT OT v. oTS@DA, S U^ETOM LEMMY 6 NAHODIM, ^TOkvks = k(v � is�1v) + is�1vks 6 cjvjs + kis�1vks 66 c(jvjs + s�1Xl=0 jv(tl)j) 6 cvuutjvj2s + s�1Xl=0 jv(tl)j2 = c kvk�s:w DRUGU@ STORONU, S U^ETOM LEMMY 11.1kvk�s2 = jvj2s + s�1Xl=0 v2(ts) 6 jvj2s + ckvk21 6 ckvk2s:lEMMA DOKAZANA.pRIWEDEM E]E ODNU \KWIWALENTNU@ NORMIROWKU PROSTRANSTWAH3(0; 1),KOTORAQ PRI ISSLEDOWANII SHODIMOSTI METODA KONE^NYH \LEMENTOW S KU-BI^ESKIMI \RMITOWYMI \LEMENTAMI IGRAET TU VE ROLX, ^TO I LEMMA 6W SLU^AE LAGRANVEWYH \LEMENTOW.l E M M A 8. eSLI v(0) = v0(0) = v(1) = v0(1) = 0, TOkvk4 � jvj4:w OB]EM VE SLU^AEkvk4 � kvk��4 :=qjvj24 + v2(0) + v2(1) + �v0(0)�2 + �v0(1)�2: (18)d O K A Z A T E L X S T W O \TOJ LEMMY PROWODITSQ PRI POMO]I LEMMY5 TEMI VE RASSUVDENIQMI, ^TO ISPOLXZOWANY W DOKAZATELXSTWAH LEMM 6I 7. 3. wTORAQ \KWIWALENTNAQ NORMIROWKAnABL@DATELXNYJ ^ITATELX, WIDIMO, UVE ZAMETIL, ^TO, WWODQ NOWU@NORMIROWKU Hs(0; 1), MY WYBIRALI EE TAKOJ, ^TOBY MAKSIMALXNO U^ESTX



160INDIWIDUALXNYE SWOJSTWA ISPOLXZUEMYH NAMI KONE^NO\LEMENTNYH PRO-STRANSTW. tAK, NORMIROWKA (17) PROSTRANSTWA H4(0; 1) OTLI^AETSQ OTNORMIROWKI (18) TOGO VE PROSTRANSTWA, IBO (17) PREDNAZNA^ENA DLQ ANA-LIZA APPROKSIMACIJ S LAGRANVEWYMI \LEMENTAMI, A (18) | S \RMITO-WYMI. wYBRANNYJ NAMI PUTX BYL ESTESTWENNYM PRODOLVENIEM TOGO,^TO BYLO SDELANO W LEKCII 12 DLQ H1(0; 1) I H2(0; 1). zDESX MY USTA-NOWIM \KWIWALENTNU@ NORMIROWKU Hs(0; 1) DRUGOGO TIPA, KOTORAQ BOLEEUNIWERSALXNA PO PRIMENENI@ I LEGKO DOPUSKAET OBOB]ENIE NA MNOGO-MERNYJ SLU^AJ.l E M M A 9. (nERAWENSTWO pUANKARE). eSLI v(t) 2 H1(0; 1), TOkvk20 6 12 Z 10 v02 dt+ �Z 10 v(t) dt�2 :d O K A Z A T E L X S T W O. o^EWIDNO, ^TO[v(t)� v(�)]2 = �Z t� v0(�) d��2 :pREOBRAZUEM \TO SOOTNO[ENIE, RASKRYWAQ KWADRAT W LEWOJ ^ASTI I OCE-NIWAQ INTEGRAL PRI POMO]I NERAWENSTWA kO[I-bUNQKOWSKOGOv2(t) + v2(�) = 2v(t)v(�) + �Z t� v0(�) d��2 6 2v(t)v(�) + Z 10 v02(�) d�:iNTEGRIRUQ TEPERX \TO NERAWENSTWO PO t I PO � OT 0 DO 1, POLU^IMISKOMU@ OCENKU. lEMMA DOKAZANA.l E M M A 10. eSLI v(t) 2 H1(0; 1), TOkvk21 �gkvk21 := jvj21 + �Z 10 v(t) dt�2 :d O K A Z A T E L X S T W O. w SILU NERAWENSTWA kO[I-bUNQKOWSKOGO�R 10 v(t) dt�2 6 kvk20: oTS@DA gkvk21 6 kvk21:



161w DRUGU@ STORONU. o^EWIDNO, ^TOgkvk21 > jvj21;A W SILU LEMMY 9 gkvk21 > kvk20:sKLADYWAQ \TI NERAWENSTWA, IMEEMgkvk21 > 12kvk21:lEMMA DOKAZANA.l E M M A 11. eSLI v(t) 2 Hs(0; 1), TOkvk2s �gkvk2s := jvj2s + s�1Xl=0 �Z 10 dlvdtl dt�2 : (19)d O K A Z A T E L X S T W O. pRI s = 1 UTWERVDENIE DOKAZANO WLEMME 10. pUSTX UTWERVDENIE LEMMY WERNO PRI s � 1. dOKAVEM EGOSPRAWEDLIWOSTX PRI s. oCENKAgkvk2s 6 kvk2sWYTEKAET IZ OPREDELENIQ gkvks I NERAWENSTWA kO[I-bUNQKOWSKOGO. dO-KAVEM, ^TO kvk2s 6 cgkvk2s:pOSKOLXKU kvk2s = jvj2s + kvk2s�1;TO W SILU PREDPOLOVENIQ INDUKCIIkvk2s � jvj2s +gkvk2s�1 := jvj2s + jvj2s�1 + s�2Xl=0 �Z 10 dlvdtl dt�2 : (20)



162w SILU LEMMY 9jvj2s�1 � Z 10 hv(s�1)(t)i2 dt 66 Z 10 hv(s)(t)i2 dt+ �Z 10 v(s�1)(t) dt�2 :pODSTAWLQQ \TI OCENKI W (20), POLU^IMkvk2s 6 c24jvj2s + s�1Xl=0 Z 10 v(l)(t) dt!235 ;^TO I ZAWER[AET DOKAZATELXSTWO LEMMY.vELAEMAQ \KWIWALENTNAQ NORMIROWKA PROSTRANSTWAHs(0; 1) POSTRO-ENA. ~TOBY MOVNO BYLO WOSPOLXZOWATXSQ E@ PRI ISSLEDOWANII APPROK-SIMACIONNYH SWOJSTW KONE^NO\LEMENTNYH PROSTRANSTW NUVNAl E M M A 12. dLQ L@BOJ v(t) 2 Hs(0; 1) SU]ESTWUET TAKOJ POLINOMp(t) 2 Ps(0; 1), ^TOZ 10 dldtl �v(t)� p(t)� dt = 0; l = 0; :::; s:d O K A Z A T E L X S T W O. pUSTX s = 0. tOGDA I l = 0. pO\TOMUISKOMYM POLINOMOM BUDETp(x) := v = Z 10 v(t) dtIBO O^EWIDNO, ^TO R 10 �v(t)� v� dt = 0.pUSTX UTWERVDENIE WERNO DLQ s � 1. dOKAVEM EGO SPRAWEDLIWOSTXDLQ s. pUSTX p(t) = ps(t) = sPl=0 cltl | ISKOMYJ POLINOM. oPREDELIMSNA^ALA EGO KO\FFICIENT PRI STAR[EJ STEPENI t, T.E. cs. pOSKOLXKUdsps(t)dts = css!;



163TO PUSTX Z 10 dsps(t)dts dt = css! � Z 10 dsv(t)dts dt: (21)wWEDEM W RASSMOTRENIE WSPOMOGATELXNU@ FUNKCI@~v(t) � v(t) � csts: (22)w SILU OPREDELENIQ cs IZ (21)Z 10 dsdts ~v(t) dt = 0RAWNO KAK I Z 10 dsdts �~v(t)� ~ps�1(t)� dt = 0; (23)GDE ~ps�1(t) | PROIZWOLXNYJ POLINOM STEPENI s� 1. nO PO PREDPOLOVE-NI@ INDUKCII SU]ESTWUET POLINOM ps�1(t) STEPENI s� 1 TAKOJ, ^TOZ 10 dldtl �~v(t)� ps�1(t)� dt = 0; l = 0; :::; s� 1: (24)oB_EDINQQ (23) I (24) S U^ETOM (22) ZAKL@^AEM, ^TO ISKOMYJ POLINOMps(t) = csts + ps�1(t);GDE cs OPREDELQETSQ SOOTNO[ENIEM (21). lEMMA DOKAZANA.4. pRIMER: APPROKSIMACIONNYE SWOJSTWAKONE^NO\LEMENTNOGO PROSTRANSTWA Sh3;1pOKAVEM, KAK MOVNO ISPOLXZOWATX RAZRABOTANNYJ W PREDYDU]EMPUNKTE APPARAT DLQ ANALIZA APPROKSIMACIONNYH SWOJSTW KONE^NO\LE-MENTNYH PROSTRANSTW NA PRIMERE PROSTRANSTWA Sh3;1, OPREDELQEMOGO SO-OTNO[ENIEM (7:4).t E O R E M A 1. eSLI v 2 H4(0; 1), A ih;3v 2 Sh3;1 | EE INTERPOLQNT,TO kv � ih;3vkl 6 ch3+1�ljvj4; l = 0; : : : ; 3:



164GDE c = const > 0 NE ZAWISIT NI OT v, NI OT h.d O K A Z A T E L X S T W O. aNALIZ DOKAZATELXSTWA TEOREMY 12.4POKAZYWAET, ^TO WSE RASSUVDENIQ \TOGO DOKAZATELXSTWA MOGUT BYTX IS-POLXZOWANY I ZDESX PRI OCENKE \RMITOWOJ INTERPOLQCII; NUVNO TOLXKOPOLU^ITX OCENKU TIPA (12.21), T.E. OCENKUkv̂(t)� {̂3v̂(t)k4 6 cjv̂(t)j4: (25)dOKAVEM EE. pO POSTROENI@{̂3v̂(t) = v̂(0)p00(t) + v̂(1)p10(t) + dv̂dt ����t=0 p01(t) + dv̂dt ����t=1 p11(t);GDE p00(t) = (t� 1)2(2t+ 1); p10(t) = t2(3� 2t);p01(t) = t(t� 1)2; p11(t) = t2(t� 1):oTS@DA S U^ETOM LEMMY 11.1k{̂3v̂(t)k4 6 c kv̂kL1 (0;1) + 



dv̂dt 



L1 (0;1)! 66 ckv̂k2 6 ckv̂k4:iSPOLXZUQ TEPERX NERAWENSTWO TREUGOLXNIKA, \TU OCENKU I LEMMU 11,BUDEM IMETX kv̂(t)� {̂3v̂(t)k4 6 kv̂k4 + k{̂3v̂k4 6 ckv̂k4 66 cgkv̂k4 = cvuutjv̂j24 + 3Xl=0 �Z 10 dldtl v̂(t) dt�2: (26)pUSTX p̂3(t) | PROIZWOLXNYJ MNOGO^LEN TRETXEJ STEPENI. pOSKOLXKU{̂3p̂3(t) = p̂3(t);TO k�v̂(t)� p̂3(t)�� {̂3�v̂(t)� p̂3(t)�k4 = kv̂(t)� {̂3v̂(t)k4:



165iSPOLXZUQ TEPERX OCENKU (26) S ZAMENOJ v(t) NA �v̂(t) � p̂3(t)�, BUDEMIMETX kv̂(t) � {̂3v̂(t)k4 6 cvuutjv̂j24 + 3Xl=0 �Z 10 dldtl �v̂(t)� p̂3(t)� dt�2:wYBEREM TEPERX p̂3(t) TAKIM, KAK W LEMME 12. w REZULXTATE POLU^IMVELAEMU@ OCENKU (25).nA \TOM BUDEM S^ITATX DOKAZATELXSTWO TEOREMY ZAWER[ENNYM.5. uPRAVNENIQ1. pUSTX 
 | OGRANI^ENNOE OTKRYTOE MNOVESTWO W R2. tOGDA, ESLIv 2 H1(
), TO kvk20 6 c [jvj21 + (v; 1)2](NERAWENSTWO pUANKARE) (SR. S LEMMOJ 9). dOKAZATX NERAWENSTWO pUAN-KARE DLQ SLU^AQ 
 = D := f(x; y) �� 0 < x; y < lg.2. dOKAZATX, ^TOkvk2Hs(
) �gkvk2Hs(
) := jvj2Hs(
) + X06l1+l26s�10@Z
 @l1+l2v@xl1@yl2 dxdy1A2 :(SR. S LEMMAMI 10 I 11).3. dOKAZATX, ^TO DLQ L@BOJ v 2 Hs(
) SU]ESTWUETMNOGO^LEN p(x; y) 2P2(
) TAKOJ, ^TO� @l1+l2@xl1@yl2 (v � p); 1� = 0; 0 6 l1 + l2 6 s:(SR. S LEMMOJ 12).



166lEKCIQ 14prostranstwa H�s: shodimostxw L2 i w H�sw LEKCII 12 PRI OBSUVDENII TEOREMY 12.3 O SHODIMOSTI PROSTEJ[E-GO METODA KONE^NYH \LEMENTOW W H1(0; 1) BYLO OTME^ENO, ^TO W L2(0; 1)SKOROSTX SHODIMOSTI UWELI^IWAETSQ NA PORQDOK PO SRAWNENI@ SH1(0; 1).oKAZYWAETSQ, ^TO ESLI KONE^NO\LEMENTNOE PROSTRANSTWO SOSTOIT IZ KU-SO^NYH MNOGO^LENOW STEPENI WY[E PERWOJ, TO MOVNO DOSTI^X E]E BOLX-[EGO UWELI^ENIQ SKOROSTI SHODIMOSTI PO SRAWNENI@ S H1(0; 1), ESLIMERITX POGRE[NOSTX RE[ENIQ W NORMAH E]E BOLEE SLABYH, ^EM L2(0; 1).w \TOJ LEKCII MY WWEDEM UKAZANNYE NORMY I POLU^IM SOOTWETSTWU@-]IE OCENKI SKOROSTI SHODIMOSTI.1. pROSTRANSTWA H�spUSTX ( , ) | OBY^NYE SKALQRNYE PROIZWEDENIQ W L2(I) = H0(I). wLEKCII 1 NAMI BYLO WWEDENO PROSTRANSTWOHs0(I)= (1)=nv(x) 2 Hs(I) �� v(0) = ::: = v(s�1)(0) = v(1) = ::: = v(s�1)(1) = 0oPRI s 2 N, KOTOROE QWLQETSQ PODPROSTRANSTWOM GILXBERTOWA PROSTRAN-STWA Hs(I). sKALQRNOE PROIZWEDENIE W POSLEDNEM ZADAETSQ FORMULOJ(u; v)s = sXj=0�djudxj ; djvdxj� : (2)oPREDELIM NA Hs0(I) LINEJNYE NEPRERYWNYE FUNKCIONALY, POROVDAE-MYE FUNKCIQMI f 2 H0(I), POLAGAQl(v) = lf (v) = (f; v); v 2 Hs0(I): (3)



167nORMY WWEDENNYH FUNKCIONALOW WY^ISLQ@TSQ OBY^NYM OBRAZOM PO FOR-MULE: klfk = supv2Hs0 j(f; v)jkvks ; f 2 H0(I): (4)pOPOLNIM PROSTRANSTWO H0(I) PO NORMEklfk = kfk�s; (5)NAZYWAEMOJ NEGATIWNOJ NORMOJ. wNOWX OBRAZOWANNOE PROSTRANSTWO(Hs0(I))0 = H�s(I), QWLQETSQ SOPRQVENNYM K Hs0 (I).iZU^IM STRUKTURU PROSTRANSTWA H�s(I). w SILU TEOREMY rISSA OPREDSTAWLENII LINEJNOGO NEPRERYWNOGO FUNKCIONALA W GILXBERTOWOMPROSTRANSTWE SU]ESTWUET EDINSTWENNYJ \LEMENT u 2 Hs0(I), TAKOJ ^TOlf (v) = (u; v)s; v 2 Hs0(I): (6)sRAWNIWAQ TEPERX (6) I (3), ZAKL@^AEM, ^TO u(x) ESTX (OBOB]ENNOE IZHs0(I) ) RE[ENIE SLEDU@]EJ ZADA^I:u(x) 2 Hs0(I) : (u; v)s = (f; v) 8v � Hs0(I): (7)oPREDELIM FUNKCI@ gRINA \TOJ ZADA^I, T.E. QDRO INTEGRALXNOGO OPE-RATORA, QWLQ@]EGOSQ OBRATNYM PO OTNO[ENI@ K DIFFERENCIALXNOMUOPERATORU ZADA^I (7). e@ QWLQETSQ TAKAQ FUNKCIQ G2s(x; �) ARGUMENTAx I PARAMETRA � 2 I, KOTORAQ SLUVIT RE[ENIEM ZADA^I:G2s(x; �) 2 Hs0(I) : (G2s(x; �); v(x))s = v(�); � 2 I; 8v 2 Hs0(I):dIFFERENCIALXNAQ FORMA \TOJ ZADA^I TAKOWA:L2sG2s(x; �) � sXk=0(�1)k d2kG2s(x; �)dx2k = �(x � �); x 2 I; (8)G2s(0; �) = � � � = ds�1G2s(0; �)dxs�1 = G2s(1; �) = � � � = ds�1G2s(1; �)dxs�1 = 0:w SILU SIMMETRII BILINEJNOJ FORMY a(u; v) � (u; v)s ZADA^A (8) QW-LQETSQ SAMOSOPRQVENNOJ, A EE RE[ENIE | FUNKCIQ gRINA | ESTX SIM-METRI^NAQ FUNKCIQ PO OTNO[ENI@ K x I �, T.E. G2s(x; �) = G2s(�;x).



168rE[ENIE ZADA^I (7) PRI POMO]I FUNKCII gRINA WYPISYWAETSQ SLEDU@-]IM OBRAZOM: u(x) = �G2s(x; �); f(�)�: (9)iTAK,MY USTANOWILI WZAIMNO-ODNOZNA^NOE SOOTWETSTWIEMEVDUHs0(I)I H�s(I), OSU]ESTWLQEMOE PRI POMO]I OPERATORA L2s IZ (8) I SOOTNO-[ENIQ (9). pUSTX v(x) 2 Hs0(I). eJ SOOTWETSTWUET g(x) 2 H�s(I) TAKAQ,^TO v(x) = �G2s(x; �); g(�)�:pODSTAWLQQ \TO PREDSTAWLENIE v(x) W (3), POLU^IM(f; v) = �f; (G2s; g)� = �g; (G2s; f)� = (f; g)�s:mY NA[LI WID SKALQRNOGO PROIZWEDENIQ W GILXBERTOWOM PROSTRANSTWEH�s(I): (f; g)�s = Z 10 Z 10 G2s(x; �)f(x)g(�) dxd�I, TEM SAMYM, POLU^ILI KONSTRUKTIWNYJ SPOSOB WY^ISLENIQ NORMY WH�s, OTLI^NYJ OT (4):kfk2�s = Z 10 Z 10 G2s(x; �)f(x)f(�) dxd�: (10)uKAVEM E]E ODIN SPOSOB WY^ISLENIQ NORMY W H�s(I) | W TERMINAHKO\FFICIENTOW fURXE. pUSTX �m(x) | SOBSTWENNYE FUNKCII, A �(2s)m |SOBSTWENNYE ZNA^ENIQ SLEDU@]EJ ZADA^I:L2s�m(x) = �(2s)m �m(x); x 2 I;�m(0) = ::: = �(s�1)m (0) = �m(1) = ::: = �(s�1)m (1) = 0:w SILU SAMOSOPRQVENNOSTI I POLOVITELXNOJ OPREDELENNOSTI OPERATO-RA ZADA^I WSE SOBSTWENNYE ZNA^ENIQ DEJSTWITELXNY I POLOVITELXNY,A SOBSTWENNYE FUNKCII MOVNO S^ITATX ORTONORMIROWANNYMI. lEGKOPROWERITX, ^TO �(x� �) = 1Xm=1�m(x)�m(�)



169I PO\TOMU G2s(x; �) = 1Xm=1 �m(x)�m(�)�(2s)m(FORMULA mERSERA). oTS@DA I IZ (10) NAHODIM, ^TOkfk2�s = 1Xm=1 f2m=�(2s)m ; (11)GDE fm | KO\FFICIENTY fURXE FUNKCII f(x) PRI RAZLOVENII PO �m(x).pRI s = 1 IMEEM �(2)m = �2m2 + 1. w OB]EM VE SLU^AE IZWESTNO, ^TOcm2s 6 �(2s)m 6 1cm2s;GDE c ZAWISIT TOLXKO OT s, I PO\TOMUc 1Xm=1 f2mm�2s 6 kfk2�s 6 1c 1Xm=1 f2mm�2s:fORMULA DLQ NORMY, ANALOGI^NAQ (11), IMEET MESTO I W Hs0(I). o^E-WIDNO, ^TO kvk2s = 1Xm=1 v2m�(2s)m : (12)w KA^ESTWE POSLEDNEGO [TRIHA K PORTRETU PROSTRANSTWA H�s(I) WY-^ISLIM kf 0k�1, TO^NEE, WY^ISLIM \KWIWALENTNU@ EJ WELI^INU. w SILULEMMY 11.4 NORMA I POLUNORMA W H10 (I) \KWIWALENTNY. (kAK, WPRO^EM,I W L@BOM Hs0(I)). pO\TOMU W H�1(I) MOVNO OPREDELITX \KWIWALENTNU@NORMU PUTEM ISPOLXZOWANIQ W (4) WMESTO NORMY W H10 (I) SOOTWETSTWU@-]EJ POLUNORMY. pUSTX gklfk = supv2H10 j(f; v)jjvj1 :tOGDA WMESTO (6) BUDEM IMETXlf (v) = (u0; v0);



170A FUNKCIQ gRINA IZ (10) PRIMET WIDeG2(x; �) = � x(1 � �); x 6 �;(1 � x)�; x > �: (13)pO\TOMU gkfk2�1 = Z 10 Z 10 eG2(x; �)f(x)f(�) dxd�;A gkf 0k2�1 = Z 10 Z 10 eG2(x; �)f 0(x)f 0(�) dxd�:pREOBRAZUEM PRAWU@ ^ASTX INTEGRIROWANIEM PO ^ASTQM. pERWOE INTEG-RIROWANIE PROHODIT BEZBOLEZNENNO, IBO@@x eG2(x; �) = � 1� �; x < ���; x > � = �(� � x) � �;GDE �(�) | FUNKCIQ hEWISAJDA (SM. 1.14) | WSEGO LI[X RAZRYWNA PRIx = �. wTOROE INTEGRIROWANIE PO ^ASTQM PO � NUVNO PROWODITX LIBOOTDELXNO PO (0; x) I (x; 1), LIBO S ISPOLXZOWANIEM OBOB]ENNOJ PROIZWOD-NOJ FUNKCII �(� � x), RAWNOJ �(� � x). w L@BOM SLU^AE BUDEM IMETXgkf 0k2�1 = kfk20 � (f; 1)2:2. aPRIORNYE OCENKI RE[ENIQdLQ ISSLEDOWANIQ SKOROSTI SHODIMOSTI METODA KONE^NYH \LEMENTOW WL2 I W H�s NAM POTREBU@TSQ OCENKI RE[ENIQ ZADA^I, KOTORU@ MY SOBI-RAEMSQ RE[ITX \TIM METODOM, W RAZLI^NYH NORMAH. bUDEM RASSMATRI-WATX TU VE SME[ANNU@ ZADA^U, ^TO I W LEKCIQH 11,12 PRI ISSLEDOWANIISHODIMOSTI W H1.t E O R E M A 1 (OB APRIORNYH OCENKAH). eSLI WYPOLNENY USLOWIQ(11.16) I RE[ENIE ZADA^I (11.4), (11.14), (11.15) SU]ESTWUET, TO DLQNEGO SPRAWEDLIWA APRIORNAQ OCENKAkuk1 6 2p2c0 �kfk0 + jgj�: (14)



171eSLI K TOMU VE WYPOLNENY USLOWIQ (11.17) Ijp0(x)j 6 c3; (15)TO juj2 6 c4�kfk0 + jgj�; (16)GDE c4 = 1c0 "2p2(c2 + c3)c0 + 1# :d O K A Z A T E L X S T W O. pUSTX RE[ENIE ZADA^I (11.4), (11.14),(11.15) SU]ESTWUET. pOLAGAQ W (11.4) v = u I PRINIMAQ WO WNIMANIELEMMU 11.5, POLU^IMc02 kuk21 6 a(u; u) = l(u) = Z 10 fu dx + gu(1):k INTEGRALU W PRAWOJ ^ASTI PRIMENIM NERAWENSTWOkO[I-bUNQKOWSKOGO,A DLQ OCENKI u(1) WOSPOLXZUEMSQ LEMMOJ 11.1. w REZULXTATE NAJDEM, ^TOc02 kuk21 6 kfk0kuk0 +p2jgjkuk1 6 p2�kfk0 + jgj�kuk1;OTKUDA I SLEDUET (14).dLQ DOKAZATELXSTWA (16) WOSPOLXZUEMSQ DIFFERENCIALXNOJ FORMULI-ROWKOJ ZADA^I, IMENNO URAWNENIEM (11.12). iZ \TOGO URAWNENIQ IMEEMu00 = 1p(x) [�p0u0 + qu� f ];A S U^ETOM (11.16), (11.17) I (15) NAHODIM, ^TOju00j 6 1c0 (c3ju0j+ c2juj+ jf j):wY^ISLQQ L2-NORMU LEWOJ I PRAWOJ ^ASTEJ I ISPOLXZUQ NERAWENSTWOTREUGOLXNIKA, BUDEM IMETXku00k0 6 1c0 (c3ku0k0 + c2kuk0 + kfk0) 6 c2 + c3c0 kuk1 + 1c0 kfk0:



172nO kuk1 UVE OCENENA, TAK ^TO, PODSTAWLQQ S@DA \TU OCENKU (14), PRIHO-DIM K (16). tEOREMA DOKAZANA.t E O R E M A 2. eSLI KO\FFICIENTY I PRAWAQ ^ASTX ZADA^I (11.12),(11.13) TAKOWY, ^TO u 2 Hm(I), m = 3; 4; : : : , TO NARQDU S (14) I (16)SPRAWEDLIWY OCENKI jujm 6 c(m)(kfkm�2 + jgj); (17)GDE c(m) | POLOVITELXNYE POSTOQNNYE, NE ZAWISQ]IE NI OT u, NI OTf , NI OT g.nA DOKAZATELXSTWE \TOJ TEOREMY MY OSTANAWLIWATXSQ NE BUDEM.3. sHODIMOSTX W L2kAK UVE OTME^ALOSX W LEKCII 12, IZ TEOREMY 12.3 (TEOREMY 12.5) OSHODIMOSTI KONE^NO\LEMENTNOGO RE[ENIQ IZ Sh1 (Shk ) W NORME H1(I) SOSKOROSTX@ O(h) �O(hk)� SLEDUET EGO SHODIMOSTX I W L2(I) S TOJ VE SKO-ROSTX@. oDNAKO W SILU TEOREM 12.2 I 12.4 POGRE[NOSTX INTERPOLQCIIW L2(I) IMEET NA EDINICU BOLX[IJ PORQDOK MALOSTI PO h, ^EM W H1(1).dOKAVEM, ^TO ANALOGI^NYM SWOJSTWOM OBLADAET I KONE^NO\LEMENTNOERE[ENIE.t E O R E M A 3. eSLI WYPOLNENY USLOWIQ (11.16) I RE[ENIE u(x) ZA-DA^I (11.12), (11.13) PRINADLEVIT Hk+1(I), k 2 N, TO RE[ENIE ZADA^I(11.7) S a(u; v) I l(v) IZ (11.14) I Hh = eShk IZ (12.16), (12.17) (PRIBLI-VENNOE RE[ENIE) SHODITSQ K RE[ENI@ ZADA^I (11.12), (11.13) W SMYSLENORMY PROSTRANSTWA L2(I) SO SKOROSTX@ O(hk+1), T.E.ku� uhk0 6 chk+1jujk+1;GDE c = const > 0 NE ZAWISIT NI OT h, NI OT u.d O K A Z A T E L X S T W O. wWEDEM UTO^NQ@]EE OBOZNA^ENIE DLQLINEJNOJ FORMY l(v). pUSTX (SR. S (3))l'(v) � Z 10 '(x)v(x) dx: (18)oPREDELIM WSPOMOGATELXNU@ FUNKCI@ w(x) KAK RE[ENIE ZADA^I



173w(x) 2 eH1(I) : a(v; w) = l'(v) 8v 2 eH1(I) (19)I POLOVIM ZDESX v = u�uh. tOGDA S U^ETOM TEOREMY 11.1 I NERAWENSTWA{WARCAl'(u�uh) = a(u�uh; w) = a(u�uh; w�ih;1w) 6k u�uh ka k w�ih;1w ka :dLQ OCENKI PRAWOJ ^ASTI \TOGO NERAWENSTWA PRIMENIM SNA^ALA LEMMU11.5, A ZATEM TEOREMU 12.4 OB APPROKSIMACII I TEOREMU 12.5 O SHODIMOS-TI W H1(I). bUDEM IMETXl'(u� uh) 6 c ku� uhk1kw � ih;1wk1 6 c hk+1jujk+1jwj2:oCENIM TEPERX jwj2 PRI POMO]I TEOREMY 1 I POLOVIM ' � u � uh. wREZULXTATE POLU^IMlu�uh (u� uh) = Z 10 (u � uh)2 dx = ku� uhk20 6 c hk+1jujk+1ku� uhk0;OTKUDA POSLE SOKRA]ENIQ OBEIH ^ASTEJ NERAWENSTWA NA ku� uhk0 I SLE-DUET UTWERVDENIE TEOREMY. tEOREMA DOKAZANA.4. sHODIMOSTX W H�siMEET MESTOt E O R E M A 4. eSLI WYPOLNENY USLOWIQ (11.6) I RE[ENIE u(x) ZA-DA^I (11.12), (11.13) PRINADLEVIT Hk+1(I), k 2 N, TO RE[ENIE ZADA^I(11.7) S a(u; v) I l(v) IZ (11.14) I Hh = eShk IZ (12.16), (12.17) (PRIBLI-VENNOE RE[ENIE) SHODITSQ K RE[ENI@ ZADA^I (11.12), (11.13) W SMYSLENORMY PROSTRANSTWA H�s(I), s = 1; ; : : :k�1 SO SKOROSTX@ O(hk+s+1).iMENNO, ku � uhk�s 6 c hk+s+1jujk+1; s = 1; 2; :::; k� 1; (20)GDE c = const > 0 NE ZAWISIT NI OT h, NI OT u.d O K A Z A T E L X S T W O. pUSTX w(x) ESTX RE[ENIE ZADA^I (19). kAKI PRI DOKAZATELXSTWE TEOREMY 3 NAJDEM, ^TOl'(u� uh) 6 c ku � uhk1kw � ih;s+1wk1 6 c hk+s+1jujk+1jwjs+2:



174dALEE ku� uhk�s = sup'2Hs0 j(u� uh; ')jk'ks = sup'2Hs0 l'(u � uh)k'ks 66 chk+s+1 sup'2Hs0 jujk+1jwjs+2k'ks : (21)nO W SILU TEOREMY 2 jwjs+2 6 c(s+ 2)k'ks;^TO WMESTE S (21) PRIWODIT K ISKOMOJ OCENKE (20). tEOREMA DOKAZANA.z A M E ^ A N I E 1. rAZUMEETSQ, TEOREMA 3 QWLQETSQ ^ASTNYM SLU^AEMTEOREMY 4, IBO kfk0 = supv2L2(I) (f; v)kvk0 ;T.E. PROSTRANSTWO L2(I) SOPRQVENO SAMO K SEBE W SMYSLE SKALQRNOGOPROIZWEDENIQ ( , ). 5. uPRAVNENIQ1. dOKAZATX, ^TO gkf 0k�1 = P1m=1 �f2m, GDE �fm = (f; �m), A �m =p2 cos�mx.2. dOKAZATX, ^TO ^ksin k�xk�1 = 1=(p2k�).3. dOKAZATX, ^TO k � f 00 + fk�2 = kfk0.4. dOKAZATX, ^TO ku�uhk�s 6 chl+s+1jujl+1; l = 1; :::; k; s = 0; :::; k�1.5. wYQSNITX, GDE PRI DOKAZATELXSTWE TEOREMY 3 ISPOLXZOWANO USLO-WIE (11.16).6. wYQSNITX, GDE PRI DOKAZATELXSTWE TEOREMY 4 ISPOLXZOWANO USLO-WIE s 6 k � 1. kAKOWA WELI^INA ku� uhk�k?



175lEKCIQ 15supershodimostx metoda kone~nyh|lementow. poto~e~naq shodimostxuSTANOWLENNAQ W PREDYDU]EJ LEKCII OCENKA SKOROSTI SHODIMOSTImk| W SMYSLE NEGATIWNYH NORM H�s(I), KAZALOSX BY, NE DOLVNA PRED-STAWLQTX SKOLX-NIBUDX SU]ESTWENNYJ PRAKTI^ESKIJ INTERES: OBY^NOINTERESU@TSQ TO^NOSTX@ METODA W SMYSLE NORM C; H1 ILI, NA HUDOJKONEC, W L2. oDNAKO UTWERVDENIE TEOREMY 14.4 SODERVIT WESXMA ZNA-^ITELXNU@ INFORMACI@ O RAZNOSTI MEVDU u I uh. mOVNO POKAZATX,^TO FUNKCIQ gRINA G2s(x; �), FIGURIRU@]AQ W OPREDELENII NORMY PRO-STRANSTWA H�s(I) FORMULOJ (14.10), NEOTRICATELXNA I, SLEDOWATELXNO,B�OLX[AQ PO PORQDKU MALOSTX ku�uhk�s PO SRAWNENI@ S ku�uhk0 DOLVNASWIDETELXSTWOWATX O TOM, ^TO NA e(i) SU]ESTWU@T NULI FUNKCII u� uh,GDE ONA MENQET ZNAK.�) eSLI BY MY ZNALI \TI NULI, TO MY ZNALI BY NEPRIBLIVENNOE, A TO^NOE RE[ENIE W \TIH TO^KAH. rAZUMEETSQ, POLOVENIE\TIH NULEJ ZAWISIT NE TOLXKO OT METODA RE[ENIQ, NO I OT SAMOJ FUNK-CII u(x), I NAJTI IH, ZA OTDELXNYMI ISKL@^ENIQMI, NE PREDSTAWLQETSQWOZMOVNYM. oDNAKO MOVNO PYTATXSQ ISKATX TO^KI IZ MALYH OKREST-NOSTEJ \TIH NULEJ, KOTORYE UVE NE ZAWISQT OT u (NO ZAWISQT OT METODA)I W KOTORYH RAZNOSTX MEVDU u I uh QWLQETSQ MALOJ WELI^INOJ BOLEEWYSOKOGO PORQDKA, ^EM, NAPRIMER, ku� uhk1. tAKIE TO^KI NAZYWA@TSQTO^KAMI SUPERSHODIMOSTI mk|.1. sUPERSHODIMOSTX W UZLAHnAPOMNIM FORMULIROWKU ZADA^I, ISSLEDOWANIEM KONE^NO\LEMENTNOGORE[ENIQ KOTOROJ MY ZANIMAEMSQ. nAJTI RE[ENIE KRAEWOJ ZADA^I�)nAPRIMER, FUNKCIONALXNAQ POSLEDOWATELXNOSTX sink�x; k 2 N, WSEGO LI[X OGRA-NI^ENA W C(I) I DAVE W L2(I). oDNAKO, KAK SLEDUET IZ ZADA^I 14.2, k sin k�xk�1 =p2=(k�), I W SMYSLE H�1 \TA POSLEDOWATELXNOSTX QWLQETSQ SHODQ]EJSQ K NUL@.



176� ddx �p(x)dudx�+ q(x)u = f(x); x 2 I;u(0) = 0; p(1)u0(1) + {u(1) = g; (1)KO\FFICIENTY KOTOROJ POD^INENY USLOWIQMp(x) > c0 > 0; q(x) > 0; { > 0: (2)mY IZU^AEM KONE^NO\LEMENTNOE RE[ENIE \TOJ ZADA^I, T.E. FUNKCI@uh(x) 2 ~Shk : a(uh; vh) = l(vh) 8vh 2 ~Shk ; (3)GDE a(u; v) = Z 10 �pdudx dvdx + quv� dx + {u(1)v(1);l(v) = Z 10 fvdx + gv(1); (4)A ~Shk OPREDELQETSQ (12.16), (12.17) I ESTX SOWOKUPNOSTX KUSO^NO POLINO-MIALXNYH STEPENI k NEPRERYWNYH FUNKCIJ, OBRA]A@]IHSQ W NULX PRIx = 0.iMEET MESTOt E O R E M A 1. eSLI WYPOLNENY USLOWIQ (2) I RE[ENIE u(x) ZADA^I(1) PRINADLEVIT Hk+1(I), TO UZLY xi KONE^NO\LEMENTNOJ SETKI, SLU-VA]IE KONCAMI \LEMENTOW e(i) = [xi�1; xi], QWLQ@TSQ TO^KAMI SUPER-SHODIMOSTI KONE^NO\LEMENTNOGO RE[ENIQ uh IZ (3). w \TIH TO^KAHSPRAWEDLIWA OCENKAmaxi ju(xi) � uh(xi)j 6 c h2kjujk+1; (5)GDE c = const > 0 NE ZAWISIT NI OT u, NI OT h.d O K A Z A T E L X S T W O. pUSTX w(x) ESTX RE[ENIE WARIACIONNOJZADA^I (14.19). pOLOVIM PRAWU@ ^ASTX \TOJ ZADA^I '(x) = �(x � xi).pRI TAKOM WYBORE PRAWOJ ^ASTI ZADA^A (14.19) OPREDELQET FUNKCI@ TO-^E^NOGO ISTO^NIKA (FUNKCI@ gRINA), KOTORU@ OBOZNA^IM ^EREZ G(x;xi).a (v(x); G(x;xi)) = v(xi): (6)



177pOLAGAQ W (6) v(x) = u(x) � uh(x) I ISPOLXZUQ TEOREMU 11.1 (OB ORTO-GONALXNOJ PROEKCII), POSLE PRIMENENIQ NERAWENSTWA {WARCA I LEMMY11.5 BUDEM IMETXju(xi) � uh(xi)j = a �u � uh; G(x;xi)� ih;kG(x;xi)� 66 c4 ku � uhk1 kG(x;xi) � ih;kG(x;xi)k1: (7)oCENKA PERWOGO SOMNOVITELQ IZWESTNA IZ TEOREMY 12.5, TAK ^TO OSTA-LOSX OCENITX WTOROJ SOMNOVITELX. pOSKOLXKU G(x;xi)2Hk+1(I), TODLQ OCENKI \TOGO SOMNOVITELQ PRIMENITX TEOREMU 12.4 NEPOSREDSTWEN-NO NELXZQ.pOKAVEM, ^TO TREBUEMU@ GLADKOSTX G(x;xi) IMEET NA (0; xi) I NA(xi; 1). dLQ \TOGO USTANOWIM SNA^ALA OCENKU G(x;xi) W H1(I). pOLAGAQW (6) v(x) = G(x;xi) I PRIMENQQ LEMMY 11.5 I 11.1, NAHODIM, ^TOc02 kG(x;xi)k21 6 a (G(x;xi); G(x;xi)) = G(xi;xi) 66 p2kG(x;xi)k1;T.E. kG(x;xi)k1 6 2p2c0 : (8)dALEE, PO OPREDELENI@ FUNKCII TO^E^NOGO ISTO^NIKA, SOSREDOTO^ENNOGOW TO^KE x = xi� ddx �p(x)dG(x;xi)dx � + q(x)G(x;xi) = 0; 0 < x < xi; xi < x < 1:oTS@DA S U^ETOM (8), KAK I PRI DOKAZATELXSTWE TEOREM 14.1 I 14.2, NA-HODIM, ^TO jG(x;xi)j2Hk+1(0;xi) + jG(x;xi)j2Hk+1(xi;1) 6 c:iTAK, IZ TEOREMY 12.4 S U^ETOM WY[EPRIWEDENNOGO NERAWENSTWA IME-EM OCENKU kG(x;xi) � ih;kG(x;xi)k21 == kG(x;xi)� ih;kG(x;xi)k2H1(0;xi)++ kG(x;xi) � ih;kG(x;xi)k2H1(xi;1) 6 c h2k:



178pODSTAWLQQ \TU OCENKU I OCENKU IZ TEOREMY 12.5 W (7), PRIHODIM K (5).tEOREMA DOKAZANA.z A M E ^ A N I E. lEGKO PROWERITX, ^TO ESLI KO\FFICIENTY URAW-NENIQ (1) p(x) � 1; q(x) � 0, TOG(x;xi) = ih;kG(x;xi):w \TOM SLU^AE IZ (7) SLEDUET, ^TO u(xi)�uh(xi) = 0, T.E. W UZLAH, QWLQ@-]IHSQ KONCAMI \LEMENTOW, TO^NOE I PRIBLIVENNOE RE[ENIQ SOWPADA@T.2. sHODIMOSTX W CmY UVE DOSTATO^NO PODROBNO IZU^ILI SHODIMOSTX METODA KONE^NYH\LEMENTOW W RAZLI^NYH NORMAH. oDNAKO POKA OTKRYTYM OSTAETSQ WO-PROS O SKOROSTI EGO POTO^E^NOJ SHODIMOSTI. iZ TEOREMY 12.5 I LEMMY11.1, PRAWDA, WYTEKAET OCENKA POTO^E^NOJ SHODIMOSTI O(hk), NO \TAOCENKA NE QWLQETSQ TO^NOJ. nA SAMOM DELE, IMEET MESTOt E O R E M A 2. eSLI RE[ENIE u(x) ZADA^I (1) PRINADLEVIT Ck+1(�I),A uh| RE[ENIE ZADA^I (3), (4), TO PRI WYPOLNENII USLOWIJ (2), (11.17)SPRAWEDLIWA OCENKAku(x) � uh(x)kC(�I) 6 c hk+1ku(k+1)kC(�I); (9)GDE c = const > 0 NE ZAWISIT NI OT u, NI OT h.d O K A Z A T E L X S T W O. sNA^ALA ZAFIKSIRUEM TOT FAKT, ^TO uh(x)ESTX ORTOGONALXNAQ W SMYSLE \NERGETI^ESKOGO SKALQRNOGO PROIZWEDENIQa( ; ) PROEKCIQ u(x) NA ~Shk , T.E.a(u� uh; vh) = 0 8vh 2 ~Shk : (10)zATEM WWEDEM BILINEJNU@ FORMU~a(u; v) = Z 10 p(x)u0(x)v0(x)dx + {u(0)v(0) (11)I OPREDELIM PROEKCI@ u(x) NA ~Shk , NO TEPERX UVE W SMYSLE ~a( ; )~uh 2 ~Shk : ~a(u � ~uh; vh) = 0 8vh 2 ~Shk : (12)



179pUSTX, KROME TOGO,~a(i)(u; v) = Ze(i) p(x)u0(x)v0(x)dx; i = 1; : : : ; N; (13)Pk�e(i);w� = nv(x) 2 Pk�e(i)� �� v(x) � w(x) 2 H10�e(i)�o ; (14)A ~uh(i) | LOKALXNAQ PROEKCIQ u(x) NA \LEMENTE e(i)~uh(i) 2 Pk�e(i);u� : ~a(i)(u � ~uh(i); v) = 0 8v 2 Pk�e(i); 0�: (15)wWEDENNYE FUNKCII ~uh I ~uh(i) POTREBU@TSQ NAM PRI OCENKE ju� uhjC .pEREJDEM K POLU^ENI@ OCENKI (9). iSPOLXZUQ NERAWENSTWO TREUGOLX-NIKA, NAHODIM, ^TOku� uhkC = ku� ~uh + ~uh � uhkC 6 ku � ~uhkC + k~uh � uhkC == kuh � ~uhkC +maxi ku� ~uhkC(e(i)) == kuh � ~uhkC +maxi ku� ~uh(i) + ~uh(i) � ~uhkC(e(i)) 66 kuh � ~uhkC +maxi ku� ~uh(i)kC(e(i)) +maxi k~uh � ~uh(i)kC(e(i)): (16)zAJMEMSQ OCENKOJ SLAGAEMYH IZ PRAWOJ ^ASTI (16). nA^NEM S PERWOGOSLAGAEMOGO. w SILU (10) S U^ETOM (4) I (11)0 = a(u� uh; vh) = ~a(u � uh; vh) + (q(u � uh); vh):wY^ITAQ IZ PRAWOJ ^ASTI \TOGO SOOTNO[ENIQ (12), NAJDEM, ^TO~a(uh � ~uh; vh) = (q(u� uh); vh);A POLAGAQ ZDESX vh = uh � ~uh, BUDEM IMETXkuh � ~uhk2~a = (q(u � uh); uh � ~uh):



180oCENIM LEWU@ ^ASTX SNIZU SNA^ALA PRI POMO]I LEMMY 11.5, A ZATEMPRI POMO]I LEMMY 11.1. dLQ OCENKI PRAWOJ ^ASTI PRIMEM WO WNIMA-NIE (11.7) I WOSPOLXZUEMSQ NERAWENSTWOM kO[I-bUNQKOWSKOGO. zAME^AQTEPERX, ^TO kvk0 6 kvkC I ISPOLXZUQ TEOREMU 14.3, NAHODIM, ^TOc04 kuh � ~uhk2C 6 c02 kuh � ~uhk21 6 kuh � ~uhk2~a 6 c2ku� uhk0kuh � ~uhk0 66 c2c hk+1jujk+1kuh � ~uhkC 6 c2c hk+1ku(k+1)kCkuh � ~uhkC :pOSLE SOKRA]ENIQ OBEIH ^ASTEJ \TOGO NERAWENSTWA NA kuh � ~uhkC PRI-HODIM K ISKOMOJ OCENKEkuh � ~uhkC 6 c hk+1ku(k+1)kC : (17)pEREJDEM K OCENKE WTOROGO SLAGAEMOGO PRAWOJ ^ASTI (16). pUSTX~G(i)(x; �) | FUNKCIQ gRINA DIFFERENCIALXNOGO OPERATORA, POROVDAE-MOGO BILINEJNOJ FORMOJ (13) I GRANI^NYMI USLOWIQMI PERWOGO RODA.oPREDELQ@]EE EE WARIACIONNOE URAWNENIE IMEET WIDv(x) = ~a(i)� ~G(i)(x; �); v(�)� 8v(�) 2 H10 (e(i)):pOLAGAQ ZDESX v(x) = u � ~uh(i) I OCENIWAQ PRAWU@ ^ASTX PRI POMO]INERAWENSTWA {WARCA, S U^ETOM LEMMY 11.5 BUDEM IMETX��u(x) � ~uh(i)�� 6 c4k ~G(i)(x; �)k~a(i)ku� ~uh(i)kH10 (�e(i)):dLQ OCENKI ku� ~uh(i)kH10 (�e(i)) WOSPOLXZUEMSQ TEOREMOJ 12.5 I PRIMEM WOWNIMANIE, ^TO jujHk+1(�e(i)) 6 phku(k+1)kC(e(i)). w REZULXTATE POLU^IMju(x) � ~uh(i)(x)j 6 c4c hk+1=2k ~G(i)(x; �)k~a(i)ku(k+1)kC(e(i)): (18)oCENIM TEPERX FUNKCI@ gRINA. lEGKO WIDETX, ^TO (SR. S (13.5))~G(i)(x; �) = 8>>><>>>: xRxi�1 dtp(t) xiR� dtp(t)� xiRxi�1 dtp(t) ; x 6 �;�Rxi�1 dtp(t) xiRx dtp(t)� xiRxi�1 dtp(t) ; x > �



181I, SLEDOWATELXNO, k ~G(i)(x; �)k~a(i) 6ph=c0. pODSTAWLQQ \TO NERAWENSTWOW (18), POLU^IM ISKOMU@ OCENKUku� ~uh(i)kC(e(i)) 6 c hk+1ku(k+1)kC(e(i)): (19)oSTALOSX OCENITX POSLEDNEE SLAGAEMOE PRAWOJ ^ASTI (16). dLQ \TOGOPRODOLVIM FUNKCI@ v(x) 2 Pk(e(i); 0) IZ (14) NA I NULEM I REZULXTATOBOZNA^IM ^EREZ vI(x). o^EWIDNO, ^TO vI (x) 2 Shk . oTS@DA S U^ETOM(12) NAHODIM, ^TO0 = ~a(u� ~uh; vI) = a(i)(u � ~uh; v) 8v 2 Pk(e(i); 0):wY^ITAQ PRAWU@ ^ASTX \TOGO SOOTNO[ENIQ IZ (15), BUDEM IMETX~a(i)(~uh � ~uh(i); v) = 0 8v 2 Pk(e(i); 0): (20)tAK KAK PO POSTROENI@ (SM. (12), (15)) FUNKCIQ z(x) = ~uh � ~uh(i) 2Pk(e(i); ~uh � u), TO W SILU (20) ONA QWLQETSQ RE[ENIEM WARIACIONNOJZADA^I z 2 Pk(e(i); ~uh � u) : ~a(i)(z; v) = 0 8v 2 Pk(e(i); 0);A W SILU TEOREMY 2.1 I ZADA^I MINIMIZACII~a(i)(z; z) = infv2Pk(e(i);~uh�u) ~a(i)(v; v):oTS@DA, W ^ASTNOSTI, SLEDUET, ^TO ~a(i)(z; z) 6 ~a(i)(';'), GDE '(x) |PRINADLEVA]AQ Pk(e(i); ~uh � u) LINEJNAQ FUNKCIQ, I S U^ETOM (11.16),(11.17) IMEEMjzj2H1(e(i)) 6 1c0 ~a(i)(z; z) 6 c1c0 Ze(i) ('0)2dx = c1c0 [z(xi�1)� z(xi)]2 =h:sDELAEM W LEWOJ ^ASTI ZAMENU PEREMENNOJ (x � xi�1)=h = t (SM. (12.12)I DALEE), A PRAWU@ ^ASTX OCENIM PRI POMO]I NERAWENSTWA kO[IZ 10 � ddt ẑ(i)(t)�2 dt 6 2c1c0 �z2(xi�1) + z2(xi)� :



182dOBAWIM K OBEIM ^ASTQM \TOGO NERAWENSTWA (ẑ(i)(0))2 = z2(xi�1) I WOS-POLXZUEMSQ LEMMOJ 13.7, W SILU KOTOROJ (ẑ(i)(0))2 + jẑ(i)j21 � kẑ(i)k21, AWNOWX POLU^ENNU@ LEWU@ ^ASTX OCENIM SNIZU PRI POMO]I LEMMY 11.1.w REZULXTATE POLU^IMkẑ(i)k2C(�I) = kzk2C(e(i)) 6 c �z2(xi�1) + z2(xi)� : (21)nAM OSTALOSX WSPOMNITX, ^TO z(xi) = (~uh � u)(xi) I WOSPOLXZOWATXSQTEOREMOJ 1, W SILU KOTOROJ j(~uh � u)(xi)j 6 ch2kjujk+1. pODSTAWLQQ \TIOCENKI W PRAWU@ ^ASTX (21) I IZWLEKAQ IZ OBEIH ^ASTEJ NERAWENSTWAKWADRATNYE KORNI, BUDEM IMETX OCENKUkzkC(e(i)) 6 c h2kjujk+1 6 c h2kku(k+1)kC ; (22)KOTORAQ QWLQETSQ DAVE BOLEE SILXNOJ, ^EM MY HOTELI. iSKOMAQ OCENKA(9) SLEDUET IZ (17), (19), (22) I (16). tEOREMA DOKAZANA.3. pRIMERw ZAWER[ENIE POSTROIM KONE^NO\LEMENTNOE RE[ENIE SLEDU@]EJ ZA-DA^I u00 = 6x; u(0) = 0; u(1) = 1 (23)I IZU^IM STRUKTURU EGO POGRE[NOSTI. bUDEM ISKATX RE[ENIE IZ PRO-STRANSTWA Sh2 . pUSTX, KAK OBY^NO, e(i) = [xi�1; xi], A DOPOLNITELXNYEUZLY OBOZNA^IM ^EREZ xi�1=2; i = 1; : : : ; N . w SILU ZAME^ANIQ KONE^NO-\LEMENTNOE RE[ENIE ZADA^I (23) W UZLAH xi SOWPADAET S TO^NYM RE[E-NIEM \TOJ ZADA^I, IME@]IM WID u(x) = x3. pO\TOMU DOSTATO^NO NAJTITOLXKO uh(xi�1=2). mATRICA FUNKCIJ FORMY KWADRATI^NOGO \LEMENTAIMEET WID�(i) == 2h2 �(x � xi�1=2)(x � xi); 2(x� xi�1)(xi � x); (x � xi�1=2)(x � xi�1)� ;GDE h = xi � xi�1, A MATRICA VESTKOSTI ESTXK(i) = 13h 24 7 �8 1�8 16 �81 �8 735 :



183pRAWAQ ^ASTX INTERESU@]EGO NAS URAWNENIQ DLQ OPREDELENIQ uh(xi�1=2)ZADAETSQ WTOROJ KOMPONENTOJ WEKTORA NAGRUZKI F (i) I ESTXF (i) = � xiZxi�1 6x 4h2 (x � xi�1)(xi � x)dx == �24h Z 10 (ht + xi�1)t(1� t)dt = �4h (xi � h=2):iSKOMOE URAWNENIE IMEET WID� 83huh(xi�1) + 163huh(xi�1=2) � 83huh(xi+1) = �4h (xi � h=2):pOSKOLXKU uh(xi) = u(xi) = x3i , TO OTS@DA NAHODIM, ^TOuh(xi � h=2) = (xi�1=2)3;T.E. ZNA^ENIQ PRIBLIVENNOGO RE[ENIQ I W UZLAH xi�1=2 SOWPADA@T SOZNA^ENIQMI TO^NOGO RE[ENIQ. tEM SAMYM,uh(x) = 2h2 �(x � xi�1=2)(x � xi)x3i�1 + (x � xi�1=2)(x � xi�1)x3i++ 2(x� xi�1)(xi � x)x3i�1=2�; x 2 e(i);ILI, WWODQ LOKALXNU@ PEREMENNU@ t = (x � xi�1)=h,uh = �3xih2 � 3h32 � t2 +�3x2ih � 6xih2 + 5h32 � t++ �x3i � 3x2ih + 3xih2 � h3� :tO^NOE VE RE[ENIE W LOKALXNYH PEREMENNYH IMEET WIDu = h3t3 + 3h2xi�1t2 + 3hx2i�1t+ x3i�1I POTOMU u� uh = h3t(t� 1=2)(t� 1):



184lEKCIQ 16|lementy teorii shodimosti w 2DpRI ISSLEDOWANII SHODIMOSTI mk| W DWUMERNOM SLU^AE MY BUDEMPOLXZOWATXSQ, KAK I RANX[E, OSNOWNOJ TEOREMOJ 11.2, W SILU KOTOROJ\NERGETI^ESKAQ NORMA RAZNOSTI MEVDU TO^NYM I PRIBLIVENNYM RE[E-NIQMI OCENIWAETSQ SWERHU \NERGETI^ESKOJ NORMOJ RAZNOSTI MEVDU TO^-NYM RE[ENIEM I PROIZWOLXNOJ FUNKCIEJ IZ KONE^NO\LEMENTNOGO PRO-STRANSTWA. pRAWILXNU@ OCENKU SKOROSTI SHODIMOSTI mk| W ODNOMER-NOM SLU^AE MY POLU^ILI, WYBIRAQ W KA^ESTWE \TOJ FUNKCII INTERPO-LQNT TO^NOGO RE[ENIQ, PRINADLEVA]IJ KONE^NO\LEMENTNOMU PODPRO-STRANSTWU. pOSKOLXKU W ODNOMERNOM SLU^AE OBOB]ENNOE RE[ENIE IZH1(I) NEPRERYWNO, TO PROBLEM S POSTROENIEM INTERPOLQNTA NE BYLO,TEM BOLEE, ^TO DLQ OCENKI TO^NOSTI INTERPOLIROWANIQ MY NAKLADYWA-LI NA TO^NOE RE[ENIE DOPOLNITELXNYE USLOWIQ GLADKOSTI, NAPRIMER,u 2 H2(I). w DWUMERNOM SLU^AE H1(
)�C(
), ODNAKO, KAK BUDET DOKA-ZANO, H2(
) � C(
), I PRI USLOWII, ^TO u(x) 2 H2(
), INTERPOLQNTTO^NOGO RE[ENIQ MOVET BYTX POSTROEN. pOSKOLXKU DLQ OCENKI TO^NOS-TI INTERPOLQCII WSE RAWNO PRIHODITSQ PREDPOLAGATX DOPOLNITELXNU@GLADKOSTX INTERPOLIRUEMOJ FUNKCII, TO SDELANNOE PREDPOLOVENIE QW-LQETSQ WPOLNE PRIEMLEMYM.1. wLOVENIE W 21(
) W C(
)nA^NEM S OPREDELENIQ PROSTRANSTW H2(
) = W 22 (
) I W 21 (
). |TOSOBOLEWSKIE PROSTRANSTWA FUNKCIJ, MODULI OBOB]ENNYH PROIZWODNYHKOTORYH DO WTOROGO PORQDKA SUMMIRUEMY SO WTOROJ I PERWOJ STEPENX@,SOOTWETSTWENNO. eSLI kvkpLp(
) := R
 jvjp dxdy, p > 1, TOkvkpW2p = kvkpLp+ 



 @v@x 



pLp+ 



 @v@y 



pLp + 



 @2v@x2 



pLp ++ 



 @2v@y2 



pLp +2 



 @2v@x@y 



pLp :



185l E M M A 1. pUSTX 
 ESTX OGRANI^ENNAQ OBLASTX W R2 S GRANICEJ@
, PRINADLEVA]EJ C1 ILI QWLQ@]EJSQ POLIGONALXNOJ. tOGDAkvkC(
) 6 c kvkW21 (
);GDE c NE ZAWISIT OT v.d O K A Z A T E L X S T W O PROWEDEM DLQ EDINI^NOGO KWADRATA. pREOB-RAZUEM INTEGRAL PO NEKOTOROMU PRQMOUGOLXNIKU OT WTOROJ SME[ANNOJPROIZWODNOJZ xx0 d � Z yy0 @2v@�@�d � = Z xx0 @v(�; y)@� d� � Z xx0 @v(�; y0)@� d� == v(x; y) � v(x0; y) � Z xx0 @v(�; y0)@� d�:oTS@DAjv(x; y)j 6 jv(x0; y)j+ ���� Z xx0 @v(�; y0)@� d����� + ���� Z xx0 d� Z yy0 @2v@�@�d�����:pROINTEGRIRUEM \TO NERAWENSTWO PO (x0; y0) 2 
jv(x; y)j 6 Z 10 jv(x0; y)jdx0 + Z 10 Z 10 ����@v(�; y0)@� ����d�dy0 + Z 10 Z 10 ���� @2v@�@� ����d�d�:(1)dALEE, v(x; y) = Z yy0 @v(x; �)@� d� + v(x; y0)I, SLEDOWATELXNO,jv(x; y)j 6 Z 10 ����@v(x; y)@y ����dy + jv(x; y0)j:pROINTEGRIRUEM \TO NERAWENSTWO PO (x; y0) 2 
Z 10 jv(x; y)jdx 6 Z 10 Z 10 ����@v(x; y)@y ����dxdy + Z 10 Z 10 jv(x; y)jdxdy:



186kOMBINIRUQ POLU^ENNU@ OCENKU S (1), NAJDEM, ^TOjv(x; y)j 6 kvkL1 + 



@v@x



L1 + 



@v@y 



L1 + 



 @2v@x@y 



L1 6 kvkW21 (
):lEMMA DOKAZANA.z A M E ^ A N I E 1. pOSKOLXKU H2(
) � W 21 (
), TOkvkC(
) 6 c kvkH2(
):pOSLEDNEE NERAWENSTWO OSTAETSQ SPRAWEDLIWYM I W TREHMERNOM SLU^AE,ODNAKO PRIWEDENNOE DOKAZATELXSTWO ZDESX NE PROHODIT.2. oCENKA INTERPOLQCII NA BAZISNOM TREUGOLXNIKEpUSTX ê ESTX BAZISNYJ TREUGOLXNIK, IZOBRAVENNYJ NA RIS. 1, Av̂(s; t) 2 H2(ê). w SILU LEMMY 1 FUNKCIQ v̂(s; t) NEPRERYWNA, I MOV-NO POSTROITX EE INTERPOLQCIONNYJ MNOGO^LEN PERWOJ STEPENI{̂v̂(s; t) = v̂1�̂1 + v̂2�̂2 + v̂3�̂3;GDE �̂k | BARICENTRI^ESKIE KOORDINATY (SM. P. 8.3) NA ê. o^EWIDNO,
1
1

12
3 ê s
t

rIS. 1^TO {̂v̂(s; t) = v̂(0; 0) + [v̂(1; 0)� v̂(0; 0)]s+ [v̂(0; 1) � v̂(0; 0)]t: (2)



187l E M M A 2. eSLI v̂ 2 H2(ê), TOkv̂ � {̂v̂kL2(ê) + kbr(v̂ � {̂v̂)kL2(ê) 6 c jv̂jH2(ê);GDE br | OPERATOR GRADIENTA, A c | POSTOQNNAQ, NE ZAWISQ]AQ OT v̂.d O K A Z A T E L X S T W O. oCENIM SNA^ALA NORMY INTERPOLQNTA IEGO GRADIENTA.k{̂v̂kL2(ê) =vuutẐe (̂{v̂)2dsdt 6 1p2 maxê ĵ{v̂j 6 1p2kv̂kC(ê):iZ (2) br{̂v̂ = [fv̂(1; 0)� v̂(0; 0)g fv̂(0; 1)� v̂(0; 0)g]TI, SLEDOWATELXNO,kbr{̂v̂kL2(ê) = 1p2pfv̂(1; 0)� v̂(0; 0)g2 + fv̂(0; 1)� v̂(0; 0)g2 6 2kv̂kC(ê):wOSPOLXZUEMSQ \TIMI OCENKAMI PRI POLU^ENII OCENOK INTERPOLQCII.pRINIMAQ WO WNIMANIE ZAME^ANIE 1 I UPRAVNENIE 13.2, NAHODIM, ^TOkv̂ � {̂v̂kL2(ê) 6 kv̂kL2(ê) + k{̂v̂kL2(ê) 66 kv̂kL2(ê) + 1p2kv̂kC(ê) 6 c kv̂kH2(ê) 6 cgkv̂kH2(ê): (3)aNALOGI^NO kbr(v̂ � {̂v̂)kL2(ê) 6 cgkv̂kH2(ê): (4)pUSTX p̂1(s; t) 2 P1(ê). o^EWIDNO, ^TO (v̂�p̂1)� {̂(v̂�p̂1) = v̂� {̂v̂: pO\TOMUIZ (3) SLEDUET, ^TO kv̂ � {̂v̂kL2(ê) 6 c ^kv̂ � p̂1kH2(ê);A IZ (4) | kbr(v̂ � {̂v̂)kL2(ê) 6 c ^kv̂ � p̂1kH2(ê):



188wYBIRAQ TEPERX p̂1(s; t) KAK W UPRAVNENII 13.3, PRIHODIM K RAWENSTWU^kv̂ � p̂1kH2(ê) = jv̂jH2(ê);^TO WMESTE S DWUMQ PREDYDU]IMI NERAWENSTWAMI PRIWODIT K UTWERV-DENI@ LEMMY. lEMMA DOKAZANA.3. oCENKA INTERPOLQCII NA KONE^NOM \LEMENTE epUSTX e | KONE^NYJ \LEMENT, IZOBRAVENNYJ NA RIS. 2, A �k |
1 23e(x1; y1) (x2; y2)(x3; y3) x

y
rIS. 2EGO BARICENTRI^ESKIE KOORDINATY. w SILU (8.12), (8.10) DEKARTOWY IBARICENTRI^ESKIE KOORDINATY SWQZANY SOOTNO[ENIQMIx = (x2 � x1)�2 + (x3 � x1)�3 + x1;y = (y2 � y1)�2 + (y3 � y1)�3 + y1:dLQ BAZISNOGO TREUGOLXNIKA ê, IZOBRAVENNOGO NA RIS. 1, �2 = s, �3 = t,I PO\TOMU x = (x2 � x1)s + (x3 � x1)t+ x1;y = (y2 � y1)s + (y3 � y1)t+ y1ESTX AFFINNOE PREOBRAZOWANIE, OSU]ESTWLQ@]EE OTOBRAVENIE ê NA e.oBOZNA^IM MATRICU qKOBI \TOGO PREOBRAZOWANIQ ^EREZ Ĵ :Ĵ = �@x=@s @x=@t@y=@s @y=@t � = �x2 � x1 x3 � x1y2 � y1 y3 � y1 � :



189tOGDAkvk2L2(e) = Ze v2(x; y)dxdy = Ẑe j det Ĵ jv̂2(s; t)dsdt = j det Ĵ j kv̂k2L2(ê): (5)pOSKOLXKU @v̂@s = @v@x @x@s + @v@y @y@s ;@v̂@t = @v@x @x@t + @v@y @y@t ;TO brv̂ = ĴTrv; rv = (ĴT )�1 brv̂; (6)GDE br I r | OPERATORY GRADIENTOW. oTS@DA DLQ EWKLIDOWOJ DLINYWEKTORA rv POLU^AEM OCENKUkrvk2 6 kĴ�1k2kbrv̂k2;I, SLEDOWATELXNO,krvk2L2(e) 6 kĴ�1k2j det Ĵ j kbrv̂k2L2(ê): (7)pRI OCENKE INTERPOLQCII NA e DLQ TOGO, ^TOBY MOVNO BYLO WOSPOLX-ZOWATXSQ LEMMOJ 2, NUVNA OCENKA jv̂jH2(ê) ^EREZ jvjH2(e). pO OPREDELENI@jv̂j2H2(ê) = Ẑe "�@2v̂@s2�2 + � @2v̂@t@s�2 + � @2v̂@s@t�2 + �@2v̂@t2 �2# dsdt == Ẑe �



br@v̂@s



2 + 



br@v̂@t 



2�dsdt: (8)w SILU (6) PERWAQ KOMPONENTA WEKTORA brv̂ RAWNA PERWOJ KOMPONENTEWEKTORA ĴTrv, T.E. @v̂=@s = �ĴTrv�1: pO\TOMUbr@v̂@s = ĴTr�ĴTrv�1



190I, SLEDOWATELXNO,



br@v̂@s



2 = 

ĴTr�ĴTrv�1

2 6 kĴk2

r�ĴTrv�1

2 == kĴk2 "� @@x�ĴTrv�1�2 + � @@y �ĴTrv�1�2# == kĴk2 ��ĴTr@v@x�21 + �ĴTr@v@y �21� :aNALOGI^NO, 



br@v̂@t 



2 6 kĴk2 ��ĴTr@v@x�22 + �ĴTr@v@y �22�I, SLEDOWATELXNO,



br@v̂@s



2 + 



br@v̂@t 



2 6 kĴk2�



Ĵr@v@x



2 + 



Ĵr@v@y



2� 66 kĴk4�



r@v@x



2 + 



r@v@y



2�:iNTEGRIRUQ \TO NERAWENSTWO I PRINIMAQ WO WNIMANIE (8), POLU^IMjv̂j2H2(ê) 6 kĴk4j det Ĵ j�1 jvj2H2(e):iSKOMAQ SWQZX MEVDU H2-NORMAMI PO ê I e USTANOWLENA. s U^ETOM \TOGONERAWENSTWA W SILU (5), (7) I LEMMY 2 NAHODIM, ^TOkv � ihvk2L2(e) 6 c kĴk4 jvj2H2(e);kr(v � ihv)k2L2(e) 6 c kĴ�1k2kĴk4 jvj2H2(e): (9)oSTALOSX OCENITX NORMY Ĵ I Ĵ�1. dLQ \TOGO DOSTATO^NO NAJTI MAK-SIMALXNOE I MINIMALXNOE SOBSTWENNYE ZNA^ENIQ MATRICY ĴT Ĵ, ^EREZKOTORYE UKAZANNYE NORMY WYRAVA@TSQ, ODNAKO \TI WYRAVENIQ DOWOLX-NO GROMOZDKI. dLQ OCENKI MY WOSPOLXZUEMSQ GEOMETRI^ESKIMI SOOBRA-VENIQMI.



191pUSTX � = B�̂ + b (10)AFFINNOE PREOBRAZOWANIE, PEREWODQ]EE TREUGOLXNIK ê PLOSKOSTI Ost WTREUGOLXNIK e PLOSKOSTI Oxy. oBOZNA^IM ^EREZ ĥ I h DIAMETRY \TIHTREUGOLXNIKOW, T.E. DIAMETRY MINIMALXNYH KRUGOW, SODERVA]IH ê I e,SOOTWETSTWENNO, A ^EREZ �̂ I � | DIAMETRY WPISANNYH W ê I e OKRUV-NOSTEJ.l E M M A 3. dLQ NORM OPERATOROW B I B�1, SOGLASOWANNYH SEWKLIDOWOJ NORMOJ WEKTORA, SPRAWEDLIWY OCENKIkBk 6 h=�̂; kB�1k 6 ĥ=�:d O K A Z A T E L X S T W O. pO OPREDELENI@kBk = supk�̂k=1 kB�̂k = 1̂� supk�̂k=�̂ kB�̂k: (11)l@BOJ WEKTOR �̂ DLINY �̂ MOVNO PREDSTAWITX W WIDE �̂ = �̂1 � �̂2, GDE�̂1; �̂2 2 ê. dLQ \TOGO DOSTATO^NO WZQTX RAZNOSTX MEVDU PODHODQ]IMIDIAMETRALXNO PROTIWOPOLOVNYMI TO^KAMI WPISANNOJ W e OKRUVNOSTI,DIAMETR KOTOROJ KAK RAZ RAWEN �̂. pRI \TOM W SILU (10)B�̂ = B�̂1 � B�̂2 = (�1 � b)� (�2 � b) = �1 � �2;GDE �1; �2 2 e. pOSKOLXKU DIAMETR e RAWEN h, TO k�1 � �2k 6 h I,SLEDOWATELXNO, kB�̂k 6 h:pODSTAWLQQ \TU OCENKU W (11), PRIHODIM K PERWOMU NERAWENSTWU, UTWERV-DAEMOMU LEMMOJ. wTOROE NERAWENSTWO DOKAZYWAETSQ ANALOGI^NO. lEMMADOKAZANA.s L E D S T W I E. pOSKOLXKU DLQ PRQMOUGOLXNOGO TREUGOLXNIKA ê,IZOBRAVENNOGO NA RIS. 1, DIAMETR ĥ = p2, A �̂ = 4ĥ sin �4 sin2 �8 = 2�p2,TO kĴk 6 h=(2 �p2); kĴ�1k 6 p2=�: (12)



192l E M M A 4. pUSTX DIAMETR KONE^NOGO \LEMENTA e RAWEN h, ADIAMETR WPISANNOJ W NEGO OKRUVNOSTI | �. tOGDAkv � ihvkL2(e) 6 c h2 jvjH2(e):eSLI K TOMU VE � > c h, TO Ikr(v � ihv)kL2(e) 6 c h jvjH2(e):d O K A Z A T E L X S T W O LEMMY WYTEKAET IZ OCENOK (9) I (12).z A M E ^ A N I E 2. uTWERVDENIE LEMMY OSTAETSQ W SILE I W TOM SLU-^AE, ESLI, NAPRIMER, ODNU IZ STORON TREUGOLXNIKA NADLEVA]IM OBRAZOMZAMENITX GLADKOJ KRIWOJ.4. aPPROKSIMACIQ I SHODIMOSTXpUSTX �h | TRIANGULQCIQ OBLASTI 
, T.E. 
 = Se(i)2�he(i), PRI^EMDIAMETRY WSEH KONE^NYH \LEMENTOW e(i) OGRANI^ENY SWERHU h:maxi h(i) 6 h:o P R E D E L E N I E 1. tRIANGULQCIQ �h NAZYWAETSQ REGULQRNOJ,ESLI DLQ KAVDOGO KONE^NOGO \LEMENTA e(i) 2 �h�(i) > c h;GDE c NE ZAWISIT OT TRIANGULQCII.t E O R E M A 1. eSLI TRIANGULQCIQ �h POLIGONALXNOJ OBLASTI 
REGULQRNAQ, A FUNKCIQ v(x; y) 2 H2(
), TOkv � ihvk1 6 c h jvj2;GDE c NE ZAWISIT NI OT TRIANGULQCII, NI OT v.d O K A Z A T E L X S T W O SLEDUET IZ LEMMY 4.z A M E ^ A N I E 3. tEOREMA 1 QWLQETSQ OBOB]ENIEM NA DWUMERNYJSLU^AJ TEOREMY 12.2.



193w OBLASTI 
 RASSMOTRIM ODNORODNU@ ZADA^U dIRIHLE DLQ URAWNENIQpUASSONA ��u = f(x; y); (x; y) 2 
; u = 0; (x; y) 2 @
: (13)wARIACIONNAQ FORMULIROWKA \TOJ ZADA^I TAKOWA: NAJTIu 2 H10 (
) : a(u; v) = l(v) 8v 2 H10 (
); (14)GDE a(u; v) := ZZ
 (ru)Trv dxdy; l(v) := ZZ
 fv dxdy: (15)pRIBLIVENNYM RE[ENIEM \TOJ ZADA^I BUDET FUNKCIQuh 2 �Sh1 : a(uh; vh) = l(vh) 8vh 2 �Sh1 ; (16)GDE Sh1 | WWEDENNOE W LEKCII 8 PROSTRANSTWO KUSO^NO-LINEJNYH NEPRE-RYWNYH FUNKCIJ NA TRIANGULQCII �h, A �Sh1 � H10 | EGO PODPROSTRAN-STWO. w SILU NERAWENSTWA fRIDRIHSA IZ UPRAVNENIQ 11.5 KWADRATI^NAQFORMA a(v; v) NA H10 (
) POLOVITELXNO OPREDELENA I, SLEDOWATELXNO, QW-LQETSQ KWADRATOM \NERGETI^ESKOJ NORMY, \KWIWALENTNOJ NORME WH1(
).w SILU TEOREMY 11.2 ku� uhk1 6 c ku� ihuk1; (17)I, SLEDOWATELXNO, IMEET MESTOt E O R E M A 2. eSLI RE[ENIE ZADA^I (13) u(x; y) 2 H2(
), RE[ENIEZADA^I (16) uh 2 Sh1 , A TRIANGULQCIQ �h OBLASTI 
 REGULQRNAQ, TOku � uhk1 6 c h juj2;GDE POSTOQNNAQ c NE ZAWISIT NI OT u, NI OT TRIANGULQCII.d O K A Z A T E L X S T W O TEOREMY WYTEKAET IZ NERAWENSTWA (17) ITEOREMY 1.z A M E ^ A N I E 4. uSLOWIE u(x; y) 2 H2(
) DLQ POLIGONALX-NYH OBLASTEJ QWLQETSQ DOWOLXNO OGRANI^ITELXNYM. iZWESTNO, ^TO ESLIPOLIGONALXNAQ OBLASTX WYPUKLA, TO \TO USLOWIE PRI f(x; y) 2 L2(
)



194ZAWEDOMO WYPOLNQETSQ, A ESLI ONA TAKOWOJ NE QWLQETSQ, TO, WOOB]E GO-WORQ, u(x; y)2H2(
) DAVE PRI SKOLX UGODNO GLADKOJ f(x; y). w \TOMSLU^AE u(x; y) PRINADLEVIT LI[X PROSTRANSTWU H� DROBNOGO PORQDKA� 2 (1; 2), NO MY ZDESX OPREDELENIE \TIH PROSTRANSTW NE DAWALI. rAZU-MEETSQ, DLQ NEWYPUKLYH MNOGOUGOLXNIKOW TEOREMA 2 NEPRIMENIMA. w\TOM SLU^AE DLQ OCENKI SKOROSTI SHODIMOSTI NUVNY NOWYE OCENKI IN-TERPOLQCII S U^ETOM MENX[EJ GLADKOSTI INTERPOLIRUEMOJ FUNKCII (IMENX[EJ TO^NOSTI). oTMETIM, ^TO I DLQ NEWYPUKLYH MNOGOUGOLXNIKOWWOZMOVNA OCENKA TO^NOSTI O(h), ODNAKO DLQ \TOGO NUVNO PRI RE[E-NII ISPOLXZOWATX TRIANGULQCI@, SPECIALXNYM OBRAZOM SGU]A@]U@SQK WER[INAM NEWYPUKLYH UGLOW. rE[ENIE SME[ANNOJ ZADA^I IZ LEKCII8 TAKVE, WOOB]E GOWORQ, H2 NE PRINADLEVIT.5. uPRAVNENIQ1. pUSTX 
 | POLIGONALXNAQ OBLASTX, A u(x; y) 2 H2(
) | RE[ENIEZADA^I (13). pRIBLIVENNOE RE[ENIE \TOJ ZADA^I OPREDELIM KAK (16).dOKAZATX, ^TO ku� uhk0 6 c h2juj2:u K A Z A N I E. wOSPOLXZOWATXSQ DOKAZATELXSTWOM TEOREMY 14.3.2. pUSTX 
 | POLIGONALXNAQ OBLASTX, A u(x; y) 2 H3(
) | RE[ENIEZADA^I (13). pRIBLIVENNOE RE[ENIE \TOJ ZADA^I OPREDELIM KAK (16),NO S ZAMENOJ Sh1 NA Sh2 | PROSTRANSTWO KUSO^NO-KWADRATI^NYH NEPRE-RYWNYH FUNKCIJ, WWEDENNYH W P.1 LEKCII 10. dOKAZATX, ^TOku � uhk1 6 c h2juj3; ku � uhk�1 6 c h4juj3:u K A Z A N I E. oBOB]ITX OCENKI (9) NA SLU^AJ ihv 2 P2(e). wOS-POLXZOWATXSQ DOKAZATELXSTWOM TEOREMY 14.4.



195lEKCIQ 17shemy s ~islennym integrirowaniemdO SIH POR MY RASSMATRIWALI mk| W GALERKINSKOM WARIANTE, KOTO-RYJ, W ^ASTNOSTI, PREDPOLAGAET, ^TO BILINEJNAQ I LINEJNAQ FORMY WISHODNOJ ZADA^E I W KONE^NO\LEMENTNOJ SOWPADA@T. oDNAKO SOHRANENIE\TOGO PREDPOLOVENIQ DELAET RASSMOTRENNYE NAMI mk| PRAKTI^ESKINEREALIZUEMYMI, IBO DLQ POSTROENIQ MATRICY VESTKOSTI I WEKTORA NA-GRUZKI NUVNO WY^ISLQTX NEKOTORYE INTEGRALY, KOTORYE W \LEMENTAR-NYH FUNKCIQH MOGUT NE WYRAVATXSQ. pO\TOMU NEOBHODIMO ISPOLXZOWA-NIE PRIBLIVENNOGO WY^ISLENIQ INTEGRALOW, A \TO SRAZU WYWODIT NASZA RAMKI METODA gALERKINA. w \TOM, WOOB]E GOWORQ, NI^EGO STRA[NOGONET; PROSTO TEPERX NUVNO E]E UMETX OCENIWATX WLIQNIE PRIBLIVENNO-GO INTEGRIROWANIQ NA TO^NOSTX POLU^AEMOGO PRIBLIVENNOGO RE[ENIQ.cELX@ NASTOQ]EJ LEKCII KAK RAZ I QWLQETSQ WYQSNENIE \TOGO WOPROSA.w ^ASTNOSTI, BUDUT UKAZANY USLOWIQ, PRI WYPOLNENII KOTORYH TO^-NOSTX KONE^NO\LEMENTNOGO RE[ENIQ S ISPOLXZOWANIEM PRIBLIVENNOGOINTEGRIROWANIQ NE UMENX[AETSQ PO SRAWNENI@ S SOOTWETSTWU@]IM GA-LERKINSKIM WARIANTOM.1. pOSTANOWKA ZADA^I I WSQKAQ WSQ^INArASSMOTRIM (SM. P. 1 LEKCII 11) ZADA^U OTYSKANIQ FUNKCIIu 2 H : a(u; v) = l(v) 8v 2 H: (1)rANX[E \TU ZADA^U MY RE[ALI PRIBLIVENNO PRI POMO]I mk| GALER-KINSKOGO TIPA. iMENNO, ISKALIuh 2 Hh � H : a(uh; vh) = l(vh) 8vh 2 Hh: (2)tEPERX WMESTO PRIBLIVENNOGO RE[ENIQ uh | RE[ENIQ ZADA^I (2) |BUDEM ISKATX "WOZMU]ENNOE" PRIBLIVENNOE RE[ENIEuh� 2 Hh : a�(uh� ; vh) = l�(vh) 8vh 2 Hh: (3)



196bUDEM PRI \TOM PREDPOLAGATX, ^TO BILINEJNAQ FORMA a�(wh; vh) RAWNO-MERNO Hh-\LLIPTI^NA, T.E.9 � > 0; � 6= �(h); 8vh 2 Hh; �kvhk2H 6 a�(vh; vh): (4)nA[A ZADA^A | OCENITX WLIQNIE WOZMU]ENIJ FORM a(wh; vh) I l(vh),OPREDELQEMYH a�(wh� ; vh) I l�(vh), NA PRIBLIVENNOE RE[ENIE uh.pRI ANALIZE PROSTEJ[IH SITUACIJ POLEZNAt E O R E M A 1. pUSTX WYPOLNENO USLOWIE (4). tOGDA DLQ RAZNOSTIRE[ENIJ ZADA^ (2) I (3) SPRAWEDLIWA OCENKAkuh � uh�k2H 6 1� �ja�(uh; uh � uh� ) � a(uh; uh � uh� )j++ jl�(uh � uh� ) � l(uh � uh� )j� : (5)d O K A Z A T E L X S T W O. iSPOLXZUQ (2) I (3), NAHODIM, ^TOa�(uh � uh� ; uh � uh� ) = a�(uh; uh � uh� ) � a�(uh� ; uh � uh� ) == a�(uh; uh � uh� )� l�(uh � uh� ) == �a�(uh; uh � uh� )� a(uh; uh � uh� )� � �l�(uh � uh� ) � l(uh � uh� )� :pRINIMAQ TEPERX WO WNIMANIE USLOWIE (4), PRIHODIM K (5). tEOREMADOKAZANA.pRIMENIM DOKAZANNU@ TEOREMU DLQ ANALIZA mk|, W KOTOROM KO\F-FICIENTY BILINEJNOJ I LINEJNOJ FORM ZAMENENY IH PRIBLIVENIQMI.p R I M E R 1. pUSTXa(w; v) = Z 10 (p(x)w0v0 + q(x)wv) dx = NXi=1 Ze(i) (pw0v0 + qwv) dx;l(v) = NXi=1 Ze(i) fv dx;a�(w; v) = NXi=1 Ze(i) (p�w0v0 + q�wv) dx; l�(v) = NXi=1 Ze(i) f�v dx (6)



197I DLQ KO\FFICIENTOW p(x), q(x) I p�(x), q�(x) WYPOLNENY USLOWIQ (11.16).tOGDA USLOWIE (4) TOVE WYPOLNENO. iSPOLXZUQ NERAWENSTWA kO[I-bUNQ-KOWSKOGO I kO[I, NAHODIM, ^TOja�(w; v)� a(w; v)j =���� NXi=1 Ze(i) [(p(i)� � p)w0v0 + (q(i)� � q)wv] dx ����66 NXi=1maxe(i) �jp(i)� � pj+ jq(i)� � qj� Ze(i) (jw0v0j+ jwvj)dx 66 maxi maxx2e(i) �jp(i)� � p(x)j+ jq(i)� � q(x)j� kwk1kvk1: (7)aNALOGI^NO jl�(v) � l(v)j 6 maxi maxx2e(i) jf (i)� � f(x)j kvk1: (8)pODSTAWLQQ TEPERX OCENKI (7) I (8) PRI w = uh I v = uh � uh� W (5),BUDEM IMETXkuh � uh�k1 6 1� �maxi maxx2e(i) �jp(i)� � p(x)j+ jq(i)� � q(x)j� kuhk1++maxi maxx2e(i) jf (i)� � f(x)j� : (9)iZ RASSUVDENIJ TIPA ISPOLXZOWANNYH PRI DOKAZATELXSTWE TEOREMY 14.1WYTEKAET, ^TO DLQ PRIBLIVENNOGO RE[ENIQ uh(x) SPRAWEDLIWA APRIOR-NAQ OCENKA (14.14), T.E. kuhk1 6 c kfk0 = const. pODSTAWLQQ \TU OCENKUW (9), NAHODIM, ^TOkuh � uh�k1 6 c maxi maxx2e(i) �jp(i)� � p(x)j + jq(i)� � q(x)j + jf (i)� � f(x)j� :pUSTX p(x), q(x), f(x) 2 C1[0; 1] I g(i)� | INTERPOLQNT NULEWOJ STEPE-NI NA e(i) FUNKCII g(x). tOGDAmaxx2e(i) �jp(i)� � p(x)j+ jq(i)� � q(x)j+ jf (i)� � f(x)j� = O(h);



198GDE h = maxi h(i), I, SLEDOWATELXNO,kuh � uh�k1 = O(h):eSLI uh 2 Sh1 , TO W SILU TEOREMY 12.3 ku� uhk1 = O(h) , A PO\TOMU Iku� uh�k1 6 ku � uhk1 + kuh � uh�k1 = O(h);T.E. UKAZANNAQ APPROKSIMACIQ KO\FFICIENTOW p, q I f NE UMENX[AETPORQDKA SKOROSTI SHODIMOSTI mk| W SMYSLE NORMY PROSTRANSTWA H1.z A M E ^ A N I E 1. pRI TAKOJ APPROKSIMACII KO\FFICIENTOW SKOROSTXSHODIMOSTI W L2 I SUPERSHODIMOSTX W UZLAH xi DLQ uh� 2 Sh1 , WOOB]EGOWORQ, NE SOHRANQETSQ.eSLI a�(w; v) I l�(v) STROQTSQ PO a(w; v) I l(v) PRI POMO]I KWADRA-TURNYH FORMUL, TO DLQ OCENKI TO^NOSTI uh� TEOREMA 1 OKAZYWAETSQ NESTOLX POLEZNOJ. zDESX NAM POTREBUETSQ BOLEE TONKAQt E O R E M A 2 (LEMMA sTRENGA). eSLI WYPOLNENO USLOWIE (4) IBILINEJNAQ FORMA a(w; v) NEPRERYWNA, T.E.9 � > 0; 8w; v 2 H; ja(w; v)j 6 1�kwkHkvkH ; (10)TOku�uh�kH 6 c � infwh2Hh �ku � whkH + supvh2Hh ja(wh; vh) � a�(wh; vh)jkvhkH �++ supvh2Hh jl(vh) � l�(vh)jkvhkH � : (11)d O K A Z A T E L X S T W O. pUSTX wh I vh | PROIZWOLXNYE \LEMENTY IZPROSTRANSTWA Hh. tOGDAa�(uh� � wh; vh) = a�(uh� ; vh)� a�(wh; vh) == l�(vh)� a�(wh; vh) � l(vh) + a(u; vh)� a(wh; vh) + a(wh; vh) == a(u� wh; vh) + [a(wh; vh)� a�(wh; vh)] + [l�(vh)� l(vh)]:



199pOLAGAQ ZDESX vh = uh� � wh I PRINIMAQ WO WNIMANIE (4) I (10), ZAKL@-^AEM, ^TO�kuh� � whkH 6 1� ku� whkH++ ja(wh; uh� � wh)� a�(wh; uh� � wh)jkuh� � whkH + jl�(uh� � wh) � l(uh� � wh)jkuh� � whkH 66 1�ku � whkH + supvh ja(wh; vh)� a�(wh; vh)jkvhkH + supvh jl�(vh)� l(vh)jkvhkH :kOMBINIRUQ \TU OCENKU S NERAWENSTWOMku� uh�kH 6 ku � whkH + kuh� � whkHI BERQ NIVN@@ GRANX PO wh 2 Hh, POLU^IM (11). tEOREMA DOKAZANA.dLQ OCENKI WLIQNIQ KWADRATURNYH FORMUL, ISPOLXZUEMYH PRI WY-^ISLENII \LEMENTOW MATRICY VESTKOSTI I WEKTORA NAGRUZKI, NA TO^-NOSTX METODA KONE^NYH \LEMENTOW NAM POTREBU@TSQ NEKOTORYE NORMY,KOTORYE RANX[E W \TOM TEKSTE NE WSTRE^ALISX. iMENNO, PUSTXkvkLp := �Z 10 jv(x)jp dx�1=p ; 1 6 p <1ESTX NORMA BANAHOWA PROSTRANSTWA Lp(0; 1) FUNKCIJ, MODULX KOTORYHSUMMIRUEM S p-OJ STEPENX@. |TA NORMA QWLQETSQ OBOB]ENIEM NA SLU^AJp 2 [1;1) GILXBERTOWOJ NORMY L2(0; 1). dALEE, PUSTXkvkL1 := vray maxx2[0;1] jv(x)j � ess supx2[0;1] jv(x)j := limp!1 kvkLp :bANAHOWO PROSTRANSTWO L1(0; 1) SOSTOIT IZ SU]ESTWENNO OGRANI^ENNYHFUNKCIJ, T.E. IZ FUNKCIJ, KOTORYE LIBO SAMI OGRANI^ENY, LIBO STA-NOWQTSQ TAKOWYMI POSLE ISPRAWLENIQ NA MNOVESTWE MERY NULX. nAPRI-MER, FUNKCIQ, IZOBRAVENNAQ NA RIS. 1, IMEET L1-NORMU RAWNU@ 1, W TOWREMQ KAK EE MAKSIMALXNOE ZNA^ENIE RAWNO 2.



200� x12 1rIS. 1oTMETIM, ^TO ESLI v(x) 2 C[0; 1], TO kvkC = kvkL1.nAKONEC, PUSTXkvkWsp :=  sXl=0 kv(l)kpLp!1=p � sXl=0 kv(l)kLp ; 1 6 p 61ESTX NORMA SOBOLEWSKOGO PROSTRANSTWA W sp (0; 1) FUNKCIJ, ^XI l-E OBOB-]ENNYE PROIZWODNYE DO PORQDKA s SUMMIRUEMY S p -OJ STEPENX@. iZ-WESTNO, ^TO PRI p 6 q PROSTRANSTWO W sq WKLADYWAETSQ W PROSTRANSTWOW sp , I IMEET MESTO NERAWENSTWOkvkWsp 6 kvkWsq ; p 6 q: (12)eSLI WWEDENNYE NORMY BUDUT ISPOLXZOWATXSQ DLQ IZMERENIQ FUNKCIJ,ZADANNYH NA MNOVESTWE, OTLI^NOM OT EDINI^NOGO OTREZKA, TO \TO MNO-VESTWO BUDET UKAZANO W SKOBKAH RQDOM S IDENTIFIKATOROM NORMY, NA-PRIMER, W sp (e(i)).nAPOMNIM, ^TO OCENITX SWERHU NEKOTORU@ NORMU FUNKCII ^EREZ EEBOLEE SLABU@ NORMU, WOOB]E GOWORQ, NELXZQ. nAPRIMER, SPRAWEDLIWAOCENKA(11.18) IZ LEMMY 11.1, A OBRATNOE NERAWENSTWO NEWOZMOVNO. oDNA-KO, \TOT ZAPRET SNIMAETSQ DLQ KONE^NOMERNYH PROSTRANSTW. pRI \TOMPOSTOQNNAQ W OBRATNOM NERAWENSTWE STANOWITSQ ZAWISQ]EJ OT RAZMER-NOSTI RASSMATRIWAEMOGO KONE^NOMERNOGO PROSTRANSTWA. ~ASTNYJ SLU-^AJ TAKIH OCENOK SODERVIT



201l E M M A 1 (OBRATNOE NERAWENSTWO). pUSTX FUNKCIQ vh(x) TAKOWA,^TO vhje(i) 2 Pk(e(i)). tOGDA DLQ L@BYH CELYH l 6 m 6 k�� vh ��Hm(e(i))6 c �h(i)�l�m �� vh ��Hl(e(i)); (13)GDE c | POSTOQNNAQ, NE ZAWISQ]AQ OT h(i).d O K A Z A T E L X S T W O. pUSTX ŵ(t) = (v̂(t))(l), GDE v̂(t) 2 P̂k. wSILU OPREDELENIQ POLUNORMY I KONE^NOMERNOSTI P̂k SPRAWEDLIWY NERA-WENSTWA jŵjm�l 6 kŵkm�l 6 c kŵk0 = cjŵj0:pODSTAWLQQ S@DA PREDSTAWLENIE ŵ(t), BUDEM IMETXjv̂(l)jm�l = jv̂jm 6 c jv̂(l)j0 = c jv̂jl: (14)pOSTOQNNAQ c ZDESX I WY[E ZAWISIT TOLXKO OT k. sDELAEM ZAMENU PERE-MENNOJ t = (x � xi�1)=h(i): (15)pRINIMAQ WO WNIMANIE, ^TOv̂(t) = v̂�x � xi�1h(i) � = vh(x); x 2 e(i);PRIHODIM K TOVDESTWUjv̂jj = �h(i)�j�1=2 jvhjHj(e(i)); j = 0; : : : ; k: (16)uTWERVDENIE LEMMY WYTEKAET OTS@DA I IZ NERAWENSTWA (14). lEMMADOKAZANA.pRI ISSLEDOWANII METODA KONE^NYH \LEMENTOW O^ENX POLEZNA SLEDU-@]AQl E M M A 2 (bR\MBLA-gILBERTA). pUSTX f | LINEJNYJ NEPRERYW-NYJ FUNKCIONAL, ZADANNYJ NA PROSTRANSTWEW sp (0; 1) I OBRA]A@]IJSQW NULX NA POLINOMAH p(x) 2 Ps�1(0; 1). tOGDA SU]ESTWUET TAKAQ POLO-VITELXNAQ POSTOQNNAQ c, ZAWISQ]AQ TOLXKO OT FUNKCIONALA, ^TOjf(v)j 6 c jvjWsp 8 v 2 W sp (0; 1):



202d O K A Z A T E L X S T W O, ^TOBY NE ZAGROMOVDATX IZLOVENIE, PRO-WEDEM PRI DOPOLNITELXNYH PREDPOLOVENIQH, ^TO p > 2 I f NEPRERYWENI NA Hs. w SILU \TOGO PREDPOLOVENIQ PRI L@BOJ v 2 W sp (0; 1), p > 2,SPRAWEDLIWO NERAWENSTWO jf(v)j 6 c kvks:pO PREDPOLOVENI@ LEMMY DLQ L@BOGO p(x) 2 Ps�1(0; 1)f(v + p) = f(v);^TO WMESTE S PREDYDU]IM NERAWENSTWOM PRIWODIT K OCENKEjf(v)j 6 c kv + pks;A ESLI PRINQTX WO WNIMANIE LEMMU 13.11, TO BUDEM IMETXjf(v)j 6 c ^kv + pks:wYBIRAQ TEPERX p(x) 2 Ps�1(0; 1) SOGLASNO LEMME 13.12, NAJDEM, ^TOjf(v)j 6 c jvjs:uTWERVDENIE LEMMY WYTEKAET OTS@DA I IZ (12). lEMMA DOKAZANA.2. iSPOLXZOWANIE KWADRATURpUSTX ĝ(t) | NEPRERYWNAQ FUNKCIQ, ZADANNAQ NA [0; 1]. dLQ PRI-BLIVENNOGO WY^ISLENIQ R 10 ĝ(t)dt WWEDEM W RASSMOTRENIE KWADRATURNU@FORMULU Ŝ(ĝ) := LXl=1 !̂lĝ(t�l ); (17)GDE !̂l | WESA KWADRATURNOJ FORMULY, A t�l | UZLY. pUSTX \TA KWADRA-TURNAQ FORMULA TO^NA NA POLINOMAH m-OJ STEPENI, T.E.Ê(p̂) := Z 10 p̂(t) dt� Ŝ(p̂) = 0 8 p̂ 2 Pm(0; 1): (18)



203kWADRATURNAQ FORMULA Ŝ(ĝ) INDUCIRUET KWADRATURNYE FORMULY NA KO-NE^NYH \LEMENTAH e(i) = [xi�1; xi]. iMENNO, DELAQ ZAMENU PEREMENNOJ(15), POLU^IMZe(i) g(x) dx = h(i) Z 10 g(xi�1 + h(i)t) dt = h(i) Z 10 ĝ(i)(t) dt �� h(i)Ŝ �ĝ(i)� = LXl=1 !(i)l g(xi�1 + h(i)t�l ) = LXl=1 !(i)l g �x(i)l � = S(i)(g):(19)zDESX !(i)l = h(i)!̂l; x(i)l = xi�1 + h(i)t�l : (20)pOLOVIMa�(w; v) := NXi=1 S(i)(pw0v0 + qwv); l�(v) := NXi=1 S(i)(fv): (21)tOGDAa(w; v)� a�(w; v) = NXi=18<:Ze(i) (pw0v0 + qwv) dx� S(i)(pw0v0 + qwv)9=; == NXi=1 nE(i)(pw0v0) + E(i)(qwv)o ; (22)GDE E(i)(g) = Ze(i) g(x) dx � S(i)(g); (23)A l(v) � l�(v) = NXi=1 E(i)(fv): (24)tEM SAMYM, ^TOBY WOSPOLXZOWATXSQ TEOREMOJ 2, NUVNO UMETX OCENIWATXE(i) IZ (23) OT SOOTWETSTWU@]IH ARGUMENTOW.



204l E M M A 3. pUSTX FUNKCII vh(x) I wh(x) TAKOWY, ^TO IH SUVENIQNA KONE^NYJ \LEMENT e(i) SUTX POLINOMY STEPENEJ k1 = k01+ �k1 I k2 =k02 + �k2, SOOTWETSTWENNO, T.E.vh(x) ��e(i)2 Pk1�e(i)�; wh(x) ��e(i)2 Pk2�e(i)�; (25)A a(x) | DOSTATO^NO GLADKAQ FUNKCIQ. tOGDA, ESLI KWADRATURNAQFORMULA Ŝ(ĝ) TO^NA NA MNOGO^LENAH STEPENI m > �k1 + �k2Ê(p̂) = 0 8 p̂ 2 P̂m; m > �k1 + �k2; (26)TO�� E(i)(awhvh) ��6 c hm+1��k1��k2kakWm+11 (e(i))kwhkHk02 (e(i))kvhkHk01 (e(i));(27)GDE k0l I �kl | NEOTRICATELXNYE CELYE ^ISLA, A POSTOQNNAQ c NE ZAWI-SIT OT h.d O K A Z A T E L X S T W O. w SILU LEMMY bR\MBLA-gILBERTAjÊ(ĝ)j 6 ĉ jĝjWm+11 :pUSTX ĝ(t) = â(t)ŵ(t)v̂(t); v̂(t) 2 P̂k1 ; ŵ(t) 2 P̂k2 : (28)tOGDA NA OSNOWANII FORMULY lEJBNICA I W SILU KONE^NOMERNOSTI P̂k1I P̂k2 �� Ê(ĝ) ��6 ĉ �� ĝ ��Wm+11 6 ĉ m+1Xj=0 jXl=0 �� â ��Wm+1�j1 �� ŵ ��W l1�� v̂ ��W j�l1 66 ĉ m+1Xj=0 jXl=0 �� â ��Wm+1�j1 �� ŵ ��l�� v̂ ��j�l : (29)sDELAEM ZAMENU PEREMENNOJ (15). o^EWIDNO, ^TO�� â ��Wm+1�j1 = �h(i)�m+1�j jajWm+1�j1 (e(i)):



205pRINIMAQ WO WNIMANIE \TO SOOTNO[ENIE I SOOTNO[ENIQ (16), IZ (29) SU^ETOM (28) NAHODIM, ^TO�� E(i)(awhvh) ��= h(i) �� Ê(âŵv̂) ��66 c �h(i)�m+1 m+1Xj=0 jXl=0 jajWm+1�j1 (e(i))jwhjHl(e(i))jvhjHj�l(e(i)) 66 c �h(i)�m+1kakWm+11 (e(i))kwhkHk2 (e(i))kvhkHk1 (e(i)):nO W SILU OBRATNOGO NERAWENSTWA (13)k � kHkj (e(i)) 6 c �h(i)���kjk � kHk0j (e(i)): j = 1; 2:kOMBINIRUQ \TO NERAWENSTWO S PREDYDU]EJ OCENKOJ, POLU^IM (27). lEM-MA DOKAZANA.z A M E ^ A N I E 2. pUTEM USLOVNENIQ DOKAZATELXSTWA OCENKA (27)LEMMY 3 MOVET BYTX USILENA ZA S^ET OSLABLENIQ TREBOWANIQ K GLADKOS-TI FUNKCII a(x).tEOREMA 2, DA@]AQ OCENKU TO^NOSTI WOZMU]ENNOJ ZADA^I, SODERVITUSLOWIE (4) | USLOWIE Hh-\LLIPTI^NOSTI WOZMU]ENNOJ KWADRATI^NOJFORMY. wYQSNITX OGRANI^ENIQ, NAKLADYWAEMYE NA KWADRATURNU@ FOR-MULU DLQ WYPOLNENIQ \TOGO USLOWIQ, NAM POMOVETl E M M A 4. pUSTX A I B | SIMMETRI^NYE NEOTRICATELXNYE MAT-RICY S SOWPADA@]IMI QDRAMI. tOGDA OTWE^A@]IE IM KWADRATI^NYEFORMY \KWIWALENTNY, T.E. SU]ESTWUET POSTOQNNAQ � > 0, ^TO8x 2 Rn � xTBx 6 xTAx 6 ��1xTBx; � > 0: (30)d O K A Z A T E L X S T W O. pUSTX Z= kerA = kerB, p = dimZ< nI Rn = Z�Y. pOSKOLXKU Az = Bz = 0 PRI z 2 Z, A Ay 2 Y3 By PRIy 2 Y, TO DLQ L@BOGO x = z + yxTAx = yTAy; xTBx = yTBy: (31)oBOZNA^IM ^EREZ �p+1 MINIMALXNOE OTLI^NOE OT NULQ SOBSTWENNOE ZNA-^ENIE MATRICY A, A ^EREZ �n | EE MAKSIMALXNOE SOBSTWENNOE ZNA^ENIE.



206dLQ MATRICY B ANALOGI^NU@ ROLX IGRA@T ^ISLA �p+1 I �n. o^EWIDNO,^TO �p+1kyk2 6 yTAy 6 �nkyk2;�p+1kyk2 6 yTBy 6 �nkyk2I, SLEDOWATELXNO, �p+1�n yTBy 6 yTAy 6 �n�p+1yTBy:oTS@DA I IZ (31) PRIHODIM K (30) S � = minf�p+1=�n; �p+1=�ng. lEMMADOKAZANA.l E M M A 5. pUSTX vh 2 Shk , I DLQ R 10 ĝ(t)dt ZADANA KWADRATURNAQFORMULA (17) S POLOVITELXNYMI WESAMI !l > 0. tOGDA DLQ SPRAWEDLI-WOSTI NERAWENSTWAc �� vh ��216 NXi=1 S(i)�jdvh=dxj2� 6 c�1 �� vh ��21; c 6= c(h); (32)DOSTATO^NO, ^TOBY WYPOLNQLOSX ODNO IZ SLEDU@]IH USLOWIJ:1� ^ISLO UZLOW KWADRATURNOJ FORMULY L > k,2� KWADRATURNAQ FORMULA Ŝ TO^NA NA P̂2(k�1).d O K A Z A T E L X S T W O. w SILU (19) DOKAZYWAEMAQ OCENKA (32)\KWIWALENTNA NERAWENSTWUc jv̂j21 6 Ŝ�jdv̂=dtj2� 6 c�1 jv̂j21 v̂ 2 P̂k: (33)pOSKOLXKU �dv̂=dt�2 2 P̂2(k�1), TO PRI WYPOLNENII USLOWIQ 2�jv̂j21 = Ŝ�jdv̂=dtj2�I NERAWENSTWA (32) IME@T MESTO S c = 1.pUSTX WYPOLNENO USLOWIE 1�. oBOZNA^IM ^EREZ � = ['̂1'̂2 : : : '̂k+1]MATRICU FUNKCIJ FORMY BAZISNOGO \LEMENTA ê = [0; 1], A ^EREZv̂ = [v̂1 v̂2 : : : v̂k+1]T



207| EGO WEKTOR UZLOWYH ZNA^ENIJ. tOGDA v̂(t) = �̂v̂ Ijv̂j21 = Z 10 �� d�̂=dt v̂ ��2 dt = v̂T K̂v̂;GDE K̂ = [ k̂ij ] ; k̂ij = Z 10 d'̂i=dt d'̂j=dt dt:aNALOGI^NO NAHODIM, ^TÔS�jdv̂=dtj2� = v̂T K̂�v̂;GDE K̂� = [ k̂�ij ] ; k̂�ij = Ŝ�d'̂i=dt d'̂j=dt�:pOKAVEM, ^TO QDRA \TIH MATRIC SOWPADA@T. o^EWIDNO, ^TO, ESLIjv̂j1 = 0, TO v̂(t) = const, T.E.v̂1 = v̂2 = � � � = v̂k+1: (34)s DRUGOJ STORONY, W SILU POLOVITELXNOSTI WESOW KWADRATURNOJ FOR-MULY RAWENSTWO Ŝ(jdv̂=dtj2) = 0 WOZMOVNO LI[X TOGDA, KOGDA NEOTRICA-TELXNAQ FUNKCIQ (dv̂=dt)2 OBRA]AETSQ W NULX WO WSEH UZLAH KWADRATUR-NOJ FORMULY, T.E. jdv̂=dtj ����t=t�l = 0; l = 1; : : : ; L:pOSKOLXKU dv̂=dt 2 P̂k�1, A L > k, TO \TI SOOTNO[ENIQ MOGUT IMETXMESTO TOLXKO DLQ TOVDESTWENNO NULEWOJ FUNKCII dv̂=dt � 0, 0 6 t 6 1.pO\TOMU v̂(t) � const I v̂1 = v̂2 = � � � = v̂k+1, ^TO SOWPADAET S (34).iTAK, QDRA K̂ I K̂� SOWPADA@T. sOBSTWENNYE ^ISLA MATRICY K̂ ZA-WISQT TOLXKO OT WYBRANNYH FUNKCIJ FORMY I NE ZAWISQT OT RAZBIENIQOTREZKA [0; 1] NA KONE^NYE \LEMENTY. sOBSTWENNYE ^ISLA MATRICY K̂�ZAWISQT E]E OT KWADRATURNOJ FORMULY Ŝ, NO TAKVE NE ZAWISQT OT \LE-MENTOW e(i). |TI RASSUVDENIQ WMESTE S LEMMOJ 4 PRIWODQT K (33), A,SLEDOWATELXNO, I K (32). lEMMA DOKAZANA.



208l E M M A 6. pUSTX vh 2 ~Shk IZ (12.17), BILINEJNAQ FORMA a�(wh; vh)ZADAETSQ SOOTNO[ENIEM (21), A KWADRATURNAQ FORMULA Ŝ POD^INENAUSLOWIQM LEMMY 5. tOGDA, ESLI DLQ KO\FFICIENTOW p(x) I q(x) WYPOL-NENY USLOWIQ (11.16), TOa�(vh; vh) > c kvhk21; c 6= c(h):d O K A Z A T E L X S T W O. pOSKOLXKU WESOWYE KO\FFICIENTY KWADRA-TURNOJ FORMULY PREDPOLAGA@TSQ POLOVITELXNYMI, TO W SILU (11.16)IZ (17) SLEDUET, ^TOa�(vh; vh) > c0 NXi=1 S(i)�jdvh=dxj2�;A PRIMENENIE LEMMY 5 PRIWODIT K OCENKEa�(vh; vh) > c0 c jvhj21:w SILU LEMMY 11.2 PRI v 2 eH1(0; 1) SPRAWEDLIWA OCENKA jvj1 > kvk0.pOSKOLXKU eShk � eH1(0; 1), A vh 2 eShk , TO OKON^ATELXNOa�(vh; vh) > c0 c2 kvhk21; vh 2 eShk :lEMMA DOKAZANA.t E O R E M A 3. pUSTX KWADRATURNAQ FORMULA IMEET POLOVITELX-NYE KO\FFICIENTY, QWLQETSQ TO^NOJ NA MNOGO^LENAH IZ P̂m, m >k � 1, I ^ISLO EE UZLOW L > k. tOGDA, ESLI u(x) | RE[ENIE ZADA^I(1), (6), (11.15), I WYPOLNENY USLOWIQ (11.16), (11.17), A uh� | RE[ENIEZADA^I (3), (21) PRI Hh = eShk , TOku� uh�k1 66 c�hkjujk+1+hm�k+2 h�kpkWm+11 + kqkWm+11 � kukk+1 + kfkWm+11 i�:



209d O K A Z A T E L X S T W O. w RASSMATRIWAEMOJ SITUACII LEMMA 6 IMEETMESTO, I, SLEDOWATELXNO, PREDPOLOVENIQ (4) TEOREMY 2 WYPOLNENY. wSILU \TOJ TEOREMY SPRAWEDLIWA OCENKAku � uh�k1 6 c ( infwh2eShk "ku� whk1 + supvh2eShk ja(wh; vh) � a�(wh; vh)jkvhk1 #++ supvh2eShk jl(vh) � l�(vh)jkvhk1 ) :pOLOVIM ZDESX wh = ih;ku I WOSPOLXZUEMSQ TEOREMOJ 12.4, W SILU KOTO-ROJ ku� ih;kuk1 6 c hkjuk+1j:bUDEM IMETXku � uh�k1 6 c (hkjuk+1j+ supvh2eShk ja(ih;ku; vh)� a�(ih;ku; vh)jkvhk1 ++ supvh2eShk jl(vh) � l�(vh)jkvhk1 ) : (35)dALEE, POSKOLXKUja(wh; vh)� a�(wh; vh)j =���� NXi=1 �E(i)�pdwhdx dvhdx �+ E(i)(qwhvh)� ����; (36)TO SLEDUET WOSPOLXZOWATXSQ LEMMOJ 3, DA NE ODIN RAZ. zAMENIM SNA^ALAW LEMME 3 FUNKCI@ vh NA dvh=dx, A wh NA dwh=dx I POLOVIM a(x) = p(x).|TO BUDET OZNA^ATX, ^TO k1 = k2 = k � 1. pOLOVIM TEPERX k01 = 0, Ak02 = k � 1, T.E. �k1 = k � 1, �k2 = 0. tOGDA NERAWENSTWO (27) LEMMY 3PRIMET WID���� E(i)�pdwhdx dvhdx � ����6 c hm�k+2kpkWm+11 (e(i))kwhkHk(e(i))kvhkH1(e(i)):



210eSLI VE W LEMME 3 FUNKCII wh I vh OSTAWITX NA MESTE I POLOVITXa(x) = q(x), TO k1 = k2 = k. pUSTX, KROME TOGO, k01 = 1, A k02 = k, T.E.�k1 = k � 1, �k2 = 0. w \TOM SLU^AE BUDEM IMETX�� E(i)�qwhvh� ��6 c hm�k+2kqkWm+11 (e(i))kwhkHk(e(i))kvhkH1(e(i)):oTS@DA I IZ PRED[ESTWU@]EGO NERAWENSTWA NAHODIM, ^TO���� E(i)�pdwhdx dvhdx + qwhvh� ����66 c hm�k+2 �kpkWm+11 (e(i)) + kqkWm+11 (e(i))� kwhkHk(e(i))kvhkH1(e(i)):|TI OCENKI PODSTAWIM W (36) I K REZULXTATU PODSTANOWKI PRIMENIMNERAWENSTWO kO[I, W REZULXTATE ^EGO BUDEM IMETX�� a(wh; vh)� a�(wh; vh) ��6 NXi=1 ���� E(i)�pdwhdx dvhdx + qwhvh� ����66 c hm�k+2 �kpkWm+11 + kqkWm+11 �vuut NXi=1 kwhk2Hk(e(i)) kvhk1: (37)oCENIM kih;kukHk(e(i)). w SILU NERAWENSTWA TREUGOLXNIKA I OCENOK (12.23)kih;kukHk(e(i)) 6 kukHk(e(i)) + ku� ih;kukHk(e(i)) 66 kukHk(e(i)) + c h jujHk+1(e(i)) 6 c kukHk+1(e(i)):pOLAGAQ W (37) wh = ih;ku I ISPOLXZUQ \TU OCENKU, BUDEM IMETX�� a(ih;ku; vh) � a�(ih;ku; vh) ��66 c hm�k+2 �kpkWm+11 + kqkWm+11 �kukk+1kvhk1: (38)oBRATIMSQ K POSLEDNEMU SLAGAEMOMU PRAWOJ ^ASTI (35)l(vh)� l�(vh) = NXi=1 E(i)(fvh): (39)



211sNOWA WOSPOLXZUEMSQ LEMMOJ 3 TEPERX PRI a(x) = f(x), wh = 1 I vh.tOGDA k1 = k, k2 = k02 = �k2=0. pOLOVIM k01 = 1, T.E. �k1 = k � 1. pRIUKAZANNYH ZNA^ENIQH PARAMETROW IZ (27) SLEDUET, ^TO�� E(i)(fvh) ��6 c hm�k+2kfkWm+11 (e(i))kvhkH1(e(i)):oTS@DA I IZ (39) S ISPOLXZOWANIEM NERAWENSTWA kO[I POLU^AEM OCENKU�� l(vh) � l�(vh) ��6 c hm�k+2kfkWm+11 kvhk1:kOMBINIRUQ (38) I \TO NERAWENSTWO S (36), POLU^IM UTWERVDENIE TEO-REMY. tEOREMA DOKAZANA.z A M E ^ A N I E 3. iZ TEOREM 3 I 12.5 SLEDUET, ^TO PORQDOK TO^NOSTIW NORME PROSTRANSTWA H1 PRIBLIVENNOGO RE[ENIQ uh� NE UMENX[AETSQPO SRAWNENI@ S uh, ESLI ISPOLXZUEMYE KWADRATURNYE FORMULY BUDUTTO^NY NA MNOGO^LENAH STEPENI m > 2(k � 1). oTMETIM, ^TO PRI TAKIHm GLAWNYJ ^LEN BILINEJNOJ FORMYZ 10 p(x)duhdx dvhdx dxBUDET WY^ISLQTXSQ TO^NO, ESLI uh; vh 2 Shk , A p � const.z A M E ^ A N I E 4. tREBOWANIQ K GLADKOSTI KO\FFICIENTOW p(x), q(x)I PRAWOJ ^ASTI f(x) MOGUT BYTX SNIVENY, ESLI PRINQTX WO WNIMANIEZAME^ANIE 2. 3. oCENKI W SLABYH NORMAHw ^ETYRNADCATOJ LEKCII BYLO POKAZANO (TEOREMY 14.3 I 14.4), ^TOW SLABYH NORMAH (k � k�s) TO^NOSTX PRIBLIVENNOGO RE[ENIQ uh 2 ShkPOWY[AETSQ DO O(hk+s+1), s 6 k�1. iNTERESNO WYQSNITX, SOHRANQ@TSQLI \TI OCENKI DLQ uh� , I, ESLI SOHRANQ@TSQ, PRI KAKIH OGRANI^ENIQHNA KWADRATURNU@ FORMULU Ŝ. ~TOBY WYQSNITX \TO, NAM POTREBUETSQUTWERVDENIE, W NEKOTOROM SMYSLE ANALOGI^NOE TEOREME 2.pUSTX w | RE[ENIE SLEDU@]EJ ZADA^I:w 2 H : a(v; w) = l'(v) 8 v 2 H: (40)



212oBOZNA^IM ^EREZ W 0 PROSTRANSTWO, SOPRQVENNOE K W � L2(0; 1).t E O R E M A 4. eSLI u, uh� I w | RE[ENIQ ZADA^ (1), (3) I (40),SOOTWETSTWENNO, TOku� uh�kW 0 = sup'2W 1k'kW infvh2Hh �a(u� uh� ; w � vh)���a(uh� ; vh)� a�(uh� ; vh)� + �l(vh)� l�(vh)�	 : (41)d O K A Z A T E L X S T W O. iZ (40)l'(u� uh� ) = a(u � uh� ; w) = a(u� uh� ; w � vh) + a(u � uh� ; vh) == a(u� uh� ; w � vh) + a(u; vh)� a(uh� ; vh) + a�(uh� ; vh) � l�(vh) == a(u� uh� ; w � vh) + �a�(uh� ; vh)� a(uh� ; vh)�+ �l(vh) � l�(vh)�:pOSKOLXKU ku� uh�kW 0 = sup'2W ('; u � uh� )k'kW = sup'2W l'(u � uh� )k'kW ;TO, PODSTAWLQQ S@DA NAJDENNOE PREDSTAWLENIE l'(u�uh� ) I PRINIMAQ WOWNIMANIE, ^TO vh 2 Hh | L@BAQ, POLU^IM (41). tEOREMA DOKAZANA.t E O R E M A 5. eSLI KWADRATURNAQ FORMULA (17) TO^NA NA P̂2(k�1),I WYPOLNENY USLOWIQ TEOREMY 3, TOku� uh�k�s = O(hs+k+1); s = 0; 1; : : : ; k � 2: (42)eSLI, K TOMU VE, Ê(p̂) = 0 8 p̂ 2 P̂2k�1, TO DOPOLNITELXNOku� uh�k�k+1 = O(h2k); (s = k � 1): (43)d O K A Z A T E L X S T W O. dLQ SOKRA]ENIQ ZAPISI WWEDEM OBOZNA^ENIQa(wh; vh)�a�(wh; vh) = (a�a�)(wh; vh); l(vh)�l�(vh) = (l�l�)(wh; vh):pUSTX W (40) a(w; v) I l(v) ZADA@TSQ SOOTNO[ENIQMI (6), A H = H10 .tOGDA IZ (41) SLEDUET, ^TOku � uh�k�s 6 c sup'2Hs0 1k'ks infvh2Shk;0�ku� uh�k1kw � vhk1++ �� (a� a�)(uh� ; vh) �� + �� (l � l�)(vh) ���:



213pOLAGAQ ZDESX vh = ih;s+1w S s + 1 6 k I PRIMENQQ TEOREMU 3 O SHODI-MOSTI PRI m = 2(k � 1) I TEOREMU 12.4 OB OCENKE INTERPOLQCII, BUDEMIMETXku� uh�k�s 6 c sup'2Hs0 1k'ks �hk�kukk+1 + kfkW2k�11 �hs+1kwks+2++ �� (a � a�)(uh� ; ih;s+1w) �� + �� (l � l�)(ih;s+1w) ���:w SILU TEOREMY 14.2 SPRAWEDLIWY APRIORNYE OCENKIkwks+2 6 c k'ks I kukk+1 6 c kfkk�1 (44)I, SLEDOWATELXNO,ku� uh�k�s 6 c �hs+k+1kfkW2k�11 ++ j(a� a�)(uh� ; ih;s+1w)jk'ks + j(l � l�)(ih;s+1w)jk'ks ] : (45)tEPERX OCENIM WLIQNIE KWADRATUR. nA^NEM S MLAD[EGO ^LENA. wSILU LEMMY 3 PRI m = k + s 6 2(k � 1) , k1 = k01 = s + 1, k2 = k02 = 0,�k1 = �k2 = 0 I wh � 1 S kwhkL2(e(i)) = ph(i) IMEEM���� E(i)(fih;s+1w) ����6 c hk+s+1kfkWk+s+11 (e(i))ph(i)kih;s+1wkHs+1(e(i)): (46)pO\TOMU S U^ETOM NERAWENSTWA kO[I NAHODIM, ^TOj(l � l�)(ih;s+1w)j =���� NXi=1 E(i)(fih;s+1w) ����66 c hk+s+1kfkWk+s+11 NXi=1�h(i)�1=2kih;s+1wkHs+1(e(i)) 66 c hk+s+1kfkWk+s+11 � NXi=1�kih;s+1wk2Hs+1(e(i))�1=2:



214dLQ OCENKI NORM, STOQ]IH POD ZNAKOM SUMMY, WOSPOLXZUEMSQ NERAWEN-STWOM TREUGOLXNIKA I OCENKOJ (12.23) PRI k = l = s+ 1kih;s+1wkHs+1(e(i)) 6 kih;s+1w � wkHs+1(e(i)) + kwkHs+1(e(i)) 66 c hkwkHs+2(e(i)) + kwkHs+1(e(i)) 6 c kwkHs+2(e(i)): (47)pODSTAWLQQ \TU OCENKU W PRAWU@ ^ASTX PREDYDU]EGO NERAWENSTWA, NAJ-DEM, ^TO j(l � l�)(ih;s+1w)j 6 c hk+s+1kfkWk+s+11 kwks+2;A PRINIMAQ WO WNIMANIE PERWU@ IZ OCENOK (42), BUDEM IMETXj(l � l�)(ih;s+1w)j 6 c hk+s+1kfkWk+s+11 k'ks: (48)tREBUEMAQ OCENKA POSLEDNEGO SLAGAEMOGO PRAWOJ ^ASTI (45) NAJDENA.oBRATIMSQ K OCENKE WTOROGO SLAGAEMOGO PRAWOJ ^ASTI (45). zDESXRASSUVDENIQ NUVNO NESKOLXKO WIDOIZMENITX PO SRAWNENI@ S RASSUV-DENIQMI, ISPOLXZOWANNYM TOLXKO ^TO. eSLI \TOGO NE SDELATX, TO MYZAJDEM W TUPIK: POQWLQ@]AQSQ W PROCESSE OCENOK WELI^INA kuh�kHk(e(i))PRI k > 1 ^EREZ IZWESTNYE WELI^INY RAZUMNYM SPOSOBOM OCENENA BYTXNE MOVET. pO\TOMU FUNKCI@ uh� , FIGURIRU@]U@ W (45), NUVNO ZAME-NITX NA ih;ku, T.E. SNA^ALA WOSPOLXZOWATXSQ OCENKOJ�� (a� a�)(uh� ; ih;s+1w) ��6�� (a� a�)(ih;ku; ih;s+1w) �� ++ �� (a� a�)(uh� � ih;ku; ih;s+1w) �� : (49)pRI OCENKE PRAWOJ ^ASTI (49) TEPERX UVE SNOWA MOVNO POLXZOWATXSQLEMMOJ 3, IBO kih;kukHk(e(i)) OCENIWATX MY UMEEM (SM. (45)), A (uh��ih;ku)DOSTATO^NO OCENITX W H1(e(i)), TAK KAK MALA SAMA \TA FUNKCIQ.iTAK, PO LEMME 3 PRI k1 = k01 = k; k2 = k02 = s+ 1; �k1 = �k2 = 0 Im = k + s 6 2(k � 1); (50)���� E(i)�q ih;ku ih;s+1w� ����66 c hk+s+1kqkWk+s+11 (e(i))kih;kukHk(e(i))kih;s+1wkHs+1(e(i));



215A PRI k1 = k01 = k � 1, k2 = k02 = s, �k1 = �k2 = 0 I TOM VE m = k + s���� E(i)�pd ih;kudx d ih;s+1wdx � ����66 c hk+s+1kpkWk+s+11 (e(i))kih;kukHk(e(i))kih;s+1wkHs+1(e(i)):oTS@DA, KAK I IZ (46) NAHODIM, ^TO�� (a� a�)(ih;ku; ih;s+1w) ��66 c hk+s+1�kpkWk+s+11 + kqkWk+s+11 �kfkk�1 k'ks: (51)dALEE, SNOWA W SILU LEMMY 3 PRI m = k + s � 1, k1 = k, k01 = 1,k2 = k02 = s + 1, �k1 = k � 1, �k2 = 0�� E(i)(q(uh� � ih;ku)ih;s+1w) ��66 c hs+1kqkWk+s�11 (e(i))kuh� � ih;kukH1(e(i))kih;s+1wkHs+1(e(i));A PRI m = k + s� 1, k1 = k � 1, k01 = 0, k2 = k02 = s, �k1 = k � 1, �k2 = 0���� E(i)�p ddx (uh� � ih;ku) ddx ih;s+1w� ����66 c hs+1kpkWk+s�11 (e(i))kuh� � ih;kukH1(e(i))kih;s+1wkHs+1(e(i))I, SLEDOWATELXNO,�� (a� a�)(uh� � ih;ku; ih;s+1w) ��66 c hs+1�kpkWk+s�11 + kqkWk+s�11 �kuh� � ih;kuk1 k'ks:iSPOLXZUQ TEPERX NERAWENSTWO TREUGOLXNIKA, TEOREMU 3 O SHODIMOSTI ITEOREMU 12.4 OB OCENKE INTERPOLQCII, NAJDEM, ^TOkuh� � ih;kuk1 6 kuh� � uk1 + ku� ih;kuk1 6 c hkkukk+1:kOMBINIRUQ \TU OCENKU S PREDYDU]IM NERAWENSTWOM, BUDEM IMETX�� (a� a�)(uh� � ih;ku; ih;s+1w) ��66 c hk+s+1�kpkWk+s�11 + kqkWk+s�11 �kukk+1 k'ks:



216mY POLU^ILI WSE PREDWARITELXNYE OCENKI. pODSTAWLQQ \TU OCENKU IOCENKU (51) W (49), A REZULXTAT PODSTANOWKI I OCENKU (48) W (45), SU^ETOM (50) POLU^IM (42). uTWERVDENIE (43) WYTEKAET IZ PRED[EST-WU@]EGO UTWERVDENIQ, ESLI NA TO^NOSTX ISPOLXZUEMYH KWADRATURNYHFORMUL WMESTO (50) NALOVITX BOLEE VESTKOE OGRANI^ENIEk + s = m 6 2k � 1:tEOREMA DOKAZANA.4. pRIMERY KWADRATURNYH FORMUL I KWADRATURNYH SHEMiZ TEOREMY 3, ZAME^ANIQ 3 I TEOREMY 4 SLEDUET, ^TO DLQ SOHRANENIQWSEH SWOJSTW SHODIMOSTI KWADRATURNYE SHEMY mk| DOLVNY ISPOLX-ZOWATX KWADRATURY, TO^NYE NA MNOGO^LENAH STEPENI m = 2k � 1, GDEk | STEPENX MNOGO^LENOW KONE^NO\LEMENTNOGO PROSTRANSTWA. tAKIMSWOJSTWOM OBLADA@T KWADRATURNYE FORMULY gAUSSA, IME@]IE k UZLOW.pRIWEDEM NESKOLXKO KWADRATURNYH FORMUL gAUSSA DLQ OTREZKA [0; 1]k = 1 : Ŝ(ĝ) = ĝ(1=2);k = 2 : Ŝ(ĝ) = 12 �ĝ�� 12p3 + 12�+ ĝ� 12p3 + 12�� ; (52)k = 3 : Ŝ(ĝ) = 518 ĝ �12r35 + 12!+ 49 ĝ�12�+ 518 ĝ 12r35 + 12! :pOMIMO FORMUL gAUSSA ZASLUVIWA@T WNIMANIE FORMULA TRAPECIJ, TO^-NAQ NA LINEJNYH FUNKCIQHŜ(ĝ) = 12 [ĝ(0) + ĝ(1)] : (53)wOSPOLXZUEMSQ KWADRATURNYMI FORMULAMI (52), (53) DLQ POSTROENIQWEKTORA NAGRUZKI I MATRIC VESTKOSTI I MASSY LINEJNOGO \LEMENTA. lI-NEJNYE KONE^NYE \LEMENTY ISPOLXZU@TSQ PRI OTYSKANII PRIBLIVEN-NOGO IZ Sh1 RE[ENIQ URAWNENIQ (1.1). mATRICA FUNKCIJ FORMY W \TOMSLU^AE ZADAETSQ SOOTNO[ENIEM (4.8), A SAMI FUNKCII FORMY | SOOTNO-[ENIEM (4.6). w (4.6) PREDPOLAGAETSQ, ^TO WSE \LEMENTY IME@T ODINA-KOWU@ DLINU, RAWNU@ h. eSLI DLINY KONE^NYH \LEMENTOW RAZLI^NY I



217SUTX h(i), TO DELITELI h W FORMULE (4.6) NUVNO ZAMENITX NA h(i). wEK-TOR NAGRUZKI OPREDELQETSQ SOOTNO[ENIEM (6.25), A MATRICY VESTKOSTII MASSY | SOOTNO[ENIQMI (6.16) I (6.20), SOOTWETSTWENNO. sOGLASNOZAME^ANI@ 3 I TEOREME 4 W RASSMATRIWAEMOM SLU^AE uh 2 Sh1 , PRI PO-STROENII KWADRATURNYH SHEM mk| DOSTATO^NO ISPOLXZOWATX PERWU@ IZFORMUL (52) ILI FORMULU (53), KOTORYE TO^NY NA LINEJNYH FUNKCIQH.iSPOLXZOWANIE WTOROJ I TRETXEJ FORMUL (52) PRIWODIT K BOLEE WYSO-KOJ TO^NOSTI PRI WY^ISLENII INTEGRALOW, NO \TO NIKAK NE SKAZYWAETSQNA TO^NOSTI PRIBLIVENNOGO RE[ENIQ uh� 2 Sh1 , IBO SAM FAKT PRINAD-LEVNOSTI PRIBLIVENNOGO RE[ENIQ Sh1 OGRANI^IWAET EGO TO^NOSTX POOTNO[ENI@ K TO^NOMU RE[ENI@ u(x), NAPRIMER, W NORME L2 WELI^INOJO(h2).bUDEM SNABVATX OBOZNA^ENIQ WEKTORA NAGRUZKI I MATRIC VESTKOS-TI I MASSY, WY^ISLENNYH PRI POMO]I FORMUL (52) DOPOLNITELXNYMZNA^KOM ZWEZDO^KA, A WELI^INY, WY^ISLENNYE PRI POMO]I (53) | DWEZWEZDO^KI. iMEEMF (i)� = h(i)2 fi�1=2 � 11� ; K(i)� = pi�1=2h(i) � 1 �1�1 1 � ;M (i)� = h(i)qi�1=24 � 1 11 1 � ; (54)F (i)�� = h(i)2 � fi�1fi � ; K(i)�� = pi�1 + pi2h(i) � 1 �1�1 1 � ;M (i)�� = h(i)2 � qi�1 00 qi � : (55)



218sOOTWETSTWU@]IE RAZNOSTNYE URAWNENIQ PRINIMA@T WIDpi�1=2 uhi � uhi�1h(i) � pi+1=2uhi+1 � uhih(i+1) ++ 12  h(i)qi�1=2uhi�1 + uhi2 + h(i+1)qi+1=2uhi + uhi+12 ! == 12 �h(i)fi�1=2 + h(i+1)fi+1=2� ;pi�1 + pi2 uhi � uhi�1h(i) � pi + pi+12 uhi+1 � uhih(i+1) + h(i) + h(i+1)2 qiuhi == h(i) + h(i+1)2 fi:eSLI MATRICU VESTKOSTI \LEMENTA WZQTX IZ (54), A MATRICU MASSY IWEKTOR NAGRUZKI IZ (55), TO POLU^IM [IROKO IZWESTNU@ RAZNOSTNU@SHEMU� 2h(i) + h(i+1) "pi+1=2uhi+1 � uhih(i+1) � pi�1=2 uhi � uhi�1h(i) # + qiuhi = fi:s TO^KI ZRENIQ TEORII RAZNOSTNYH SHEM WSE \TI SHEMY IME@T WTOROJPORQDOK TO^NOSTI W SMYSLE SETO^NOJ NORMY Lh1 (kvkLh1 := maxi jvij)(SR. S TEOREMOJ 15.1).5. zAME^ANIQ O KWADRATURNYH SHEMAH W 2DqSNO, ^TO POWODOW DLQ ISPOLXZOWANIQ KWADRATUR PRI POSTROENII SHEMmk| W DWUMERNOM SLU^AE E]E BOLX[E, ^EM W ODNOMERNOM. tEORETI^ES-KAQ OSNOWA IH ISPOLXZOWANIQ LEVIT W UTWERVDENIQH, ANALOGI^NYH LEM-MAM 3 I 5. mY NE BUDEM IH DOKAZYWATX I DAVE NE BUDEM FORMULIROWATXW OB]EM WIDE. oTMETIM LI[X, ^TO PRI ISPOLXZOWANII TREUGOLXNYHKONE^NYH \LEMENTOW k-OJ STEPENI USLOWIE H-\LLIPTI^NOSTI (4) (ILIANALOG LEMMY 5), OBESPE^IWA@]EE RAZRE[IMOSTX SETO^NOJ ZADA^I, BU-DET WYPOLNENO, ESLI KWADRATURNAQ FORMULA IMEET POLOVITELXNYE KO-\FFICIENTY I TO^NA NA WSEH MNOGO^LENAH DO 2(k � 1) STEPENI (KAK I WODNOMERNOM SLU^AE). ~TO KASAETSQ SKOROSTI SHODIMOSTI TAKOJ KWADRA-TURNOJ SHEMY mk|, TO EE TO^NOSTX W H1 NE UHUD[AETSQ PO SRAWNENI@ S



219GALERKINSKOJ SHEMOJ, ESLI ISPOLXZUEMYE KWADRATURNYE FORMULY, KAKI W ODNOMERNOM SLU^AE, TO^NY NA MNOGO^LENAH STEPENI 2k�2. dLQ TOGO,^TOBY SOHRANITX SKOROSTX SHODIMOSTI I W H�k+1, TO^NOSTX KWADRATUR-NYH FORMUL NUVNO POWYSITX NA EDINICU DO 2k � 1.pRIWEDEM NESKOLXKO KWADRATURNYH FORMUL NA TREUGOLXNIKE e, KOTO-RYE MOVNO ISPOLXZOWATX PRI POSTROENII SHEM mk|.1�. oDNOTO^E^NAQ KWADRATURNAQ FORMULA S UZLOM W CENTRE TQVESTITREUGOLXNIKA. bARICENTRI^ESKIE KOORDINATY CENTRA TQVESTI SUTX�1 = �2 = �3 = 1=3;A WESOWOJ KO\FFICIENT ! = mes e:|TA FORMULA TO^NA NA MNOGO^LENAH PERWOJ STEPENI I MOVET BYTX IS-POLXZOWANA WMESTE S KONE^NO\LEMENTNYM PROSTRANSTWOM Sh1 IZ WOSXMOJLEKCII.2�. tREHTO^E^NAQ KWADRATURNAQ FORMULA S UZLAMI W WER[INAH TRE-UGOLXNIKA, KOORDINATY KOTORYH OPREDELQ@TSQ SOOTNO[ENIQMI�1 = 1; �2 = 1; �3 = 1;I ODINAKOWYMI WESOWYMI KO\FFICIENTAMI! = mes e=3:|TA FORMULA TAKVE TO^NA NA P1(e).3�. sEMITO^E^NAQ KWADRATURNAQ FORMULA, [ESTX UZLOW KOTOROJ SOW-PADA@T S UZLAMI KWADRATI^NOGO \LEMENTA IZ LEKCII 10, A SEDXMOJ RAS-POLOVEN W CENTRE TQVESTI. wER[INAM, SEREDINAM STORON I CENTRU TQ-VESTI, SOOTWETSTWENNO, OTWE^A@T WESOWYE KO\FFICIENTY! = mes e=20; ! = 2mes e=5; ! = 9mes e=20:|TA FORMULA TO^NA NA MNOGO^LENAH TRETXEJ STEPENI I MOVET BYTX IS-POLXZOWANA WMESTE S KONE^NO\LEMENTNYM PROSTRANSTWOM Sh2 .sU]ESTWU@T I BOLEE PROSTYE W NEKOTOROM SMYSLE FORMULY, TO^NYENA P3(e). iZWESTNA ^ETYREHTO^E^NAQ FORMULA, OBLADA@]AQ \TIM SWOJ-STWOM, NO ODIN IZ EE WESOWYH KO\FFICIENTOW OTRICATELEN, I PO\TOMU EE



220ISPOLXZOWANIE PRI POSTROENII SHEM mk| NEVELATELXNO. u ANALOGI^-NOJ [ESTITO^E^NOJ FORMULY UZLY RASPOLOVENY NE TAK UDOBNO, KAK USEMITO^E^NOJ (TRI W SEREDINAH STORON I TRI WNUTRI).dRUGIE KWADRATURNYE FORMULY, TO^NYE NA MNOGO^LENAH BOLEE WYSO-KOJ STEPENI, MOVNO NAJTI, NAPRIMER, W [3], [12].sKAVEM NESKOLXKO SLOW O KWADRATURNYH FORMULAH DLQ PRQMOUGOLX-NYH \LEMENTOW. oBRATIM WNIMANIE TOLXKO NA DWE FORMULY: ODNOTO^E^-NU@ FORMULU S UZLOM W CENTRE PRQMOUGOLXNIKA, KOTORU@ MOVNO TRAK-TOWATX KAK PROIZWEDENIE ODNOMERNYH FORMUL PRQMOUGOLXNIKOW, I ^ETY-REHTO^E^NU@ FORMULU S UZLAMI W WER[INAH, TRAKTUEMU@ KAK PROIZWE-DENIE FORMUL TRAPECIJ. oBE \TI FORMULY TO^NY NA BILINEJNYH FUNK-CIQH, A, SLEDOWATELXNO, I NA LINEJNYH. pRIMENIM IH DLQ WY^ISLENIQOTWE^A@]EJ OPERATORU lAPLASA MATRICY VESTKOSTI (10.9) BILINEJNO-GO \LEMENTA. pOSKOLXKU W (10.9) POD INTEGRALOM STOQT KWADRATI^NYEFUNKCII, TO NAJDENNYE S ISPOLXZOWANIEM \TIH KWADRATURNYH FORMULMATRICY VESTKOSTI BUDUT OTLI^ATXSQ OT TO^NOJ MATRICY (10.10), RAW-NO KAK I POLU^AEMYE RAZNOSTNYE APPROKSIMACII OPERATORA lAPLASABUDUT OTLI^ATXSQ OT (10.11). aPPROKSIMACIONNYE VE SWOJSTWA METODANARU[ATXSQ NE DOLVNY.wY^ISLENIQ POKAZYWA@T, ^TO PRI ISPOLXZOWANII ODNOTO^E^NOJ KWAD-RATURNOJ FORMULY DLQ PRIBLIVENNOGO WY^ISLENIQ (10.9) WMESTO (10.10)MY POLU^IM K(i;j)� = 14 2664 1 1 �1 �11 1 �1 �1�1 �1 1 1�1 �1 1 13775 ; (56)A PRI ISPOLXZOWANII ^ETYREHTO^E^NOJ FORMULY |K(i;j)�� = 12 2664 2 �1 0 �1�1 2 �1 00 �1 2 �1�1 0 �1 23775 : (57)lEGKO WIDETX, ^TO \TI MATRICY SOWSEM NE POHOVI NI MEVDU SOBOJ, NI NATO^NU@ MATRICU (10.10), W TO WREMQ KAK POROVDAEMYE IMI RAZNOSTNYE



221APPROKSIMACII OPERATORA lAPLASA BLIZKI K (10.11). w SAMOM DELE, DLQODNOTO^E^NOJ FORMULY \TO�u�xx + u�yy + h22 u�xx�yy�ij ; (58)A DLQ ^ETYREHTO^E^NOJ | (u�xx + u�yy)ij: (59)s TO^KI ZRENIQ TEORII RAZNOSTNYH SHEM WSE \TI APPROKSIMACII, WKL@-^AQ (10.11), IME@T POGRE[NOSTX O(h2), A (59) DAVE SOWPADAET S APPROK-SIMACIEJ IZ (9.8), POROVDENNOJ MATRICEJ VESTKOSTI (9.1) TREUGOLXNO-GO LINEJNOGO \LEMENTA. w TEORII RAZNOSTNYH SHEM APPROKSIMACIQ (58)S^ITAETSQ PLOHOJ. pLOHOJ ONA QWLQETSQ I S NA[EJ TO^KI ZRENIQ, IBOPOROVDA@]AQ EE MATRICA (56) IMEET RANG, RAWNYJ EDINICE, W TO WRE-MQ KAK RANG TO^NOJ MATRICY VESTKOSTI (10.10), RAWNO KAK I MATRICY(57), RAWEN TREM. pO\TOMU QDRA MATRIC (10.10) I (56) RAZLI^NY, I NIO KAKOJ OCENKE TIPA (32) RE^I BYTX NE MOVET. oDNOTO^E^NAQ KWADRA-TURNAQ FORMULA OBESPE^IWAET DOSTATO^NU@ APPROKSIMACI@, NO ODNO-GO UZLA NEDOSTATO^NO DLQ RAWNOMERNOJ H-\LLIPTI^NOSTI POLU^AEMOJKWADRATI^NOJ FORMY. 6. uPRAVNENIQ1. pOSTROITX MATRICY VESTKOSTI, MASSY I WEKTORY NAGRUZKI IZ (54)I (55).2. uBEDITXSQ, ^TO RASSMOTRENNYE KWADRATURNYE FORMULY NA TRE-UGOLXNIKE W SAMOM DELE OBLADA@T UKAZANNOJ TO^NOSTX@.3. pOSTROITX MATRICY VESTKOSTI (56) I (57).



222lEKCIQ 18oblasti s kriwolinejnoj granicejw PREDYDU]IH LEKCIQH PRI RASSMOTRENII mk| DLQ URAWNENIQ pU-ASSONA S TEMI ILI INYMI GRANI^NYMI USLOWIQMI MY PREDPOLAGALI, ^TOOBLASTX POLIGONALXNA, I, SLEDOWATELXNO, EE MOVNO RAZBITX, NAPRIMER,NA TREUGOLXNIKI S PRQMOLINEJNYMI STORONAMI. nO W WY^ISLITELXNOJPRAKTIKE WSTRE^AETSQ DOSTATO^NO MNOGO ZADA^ DLQ OBLASTEJ, GRANICYKOTORYH LIBO KRIWOLINEJNY, LIBO SODERVAT KRIWOLINEJNYE U^ASTKI.kAK BYTX ZDESX? mOVNO LI PRISPOSOBITX mk| DLQ RE[ENIQ I TAKIH ZA-DA^? oTWET, KONE^NO, UTWERDITELXNYJ, ODNAKO W BOLX[INSTWE SLU^AEWTRAKTOWATX mk| SLEDUET BOLEE [IROKO.pUSTX 
 | OBLASTX, GRANICA @
 KOTOROJ KRIWOLINEJNA. rAZOBXEM
rIS. 1\TU OBLASTX NA TREUGOLXNIKI, ^ASTX IZ KOTORYH (RASPOLOVENNYH W OK-RESTNOSTI GRANICY) MOVET IMETX ODNU KRIWOLINEJNU@ STORONU (SM.RIS. 1). zADADIM W WER[INAH TREUGOLXNIKOW KAKIE-NIBUDX ZNA^ENIQ IPOSTROIM PO NIM KUSO^NO-LINEJNU@, NEPRERYWNU@, LINEJNU@ NA KAV-DOM TREUGOLXNIKE, FUNKCI@. sOWOKUPNOSTX WSEH TAKIH FUNKCIJ NAZO-WEM Sh (RAZMERNOSTX \TOJ SOWOKUPNOSTI| PROSTRANSTWA| RAWNA ^ISLURAZLI^NYH WER[IN TREUGOLXNIKOW).



223pREDPOLOVIM, ^TO NAM PRED_QWLENA DLQ RE[ENIQ SLEDU@]AQ ZADA^A:��u+ u = f(x; y); (x; y) 2 
; (1)@u@n ��@
= 0: (2)pRISUTSTWIE MLAD[EGO ^LENA S NUVNYM ZNAKOM W \TOM URAWNENII GARAN-TIRUET SU]ESTWOWANIE EDINSTWENNOGO RE[ENIQ RASSMATRIWAEMOJ ZADA^InEJMANA. wARIACIONNAQ POSTANOWKA ZADA^I (1), (2) TAKOWA: NAJTIu 2 H1(
) : a(u; v) = l(v) 8v 2 H1(
);GDE a(u; v) = Z
 �@u@x @v@x + @u@y @v@y + uv� dxdy; l(v) = Z
 fvdxdy:tAK KAK Sh � H1(
), TO PRIBLIVENNOE RE[ENIE MOVNO OPREDELITXOBY^NYM OBRAZOM: NAJTIuh 2 Sh : a(uh; vh) = l(vh) 8vh 2 Sh; (3)I, WRODE BY, NIKAKIH PROBLEM: W SILU ZAME^ANIQ 16.2 DLQ RE[ENIQ ZA-DA^I (3) SPRAWEDLIWA OCENKA IZ TEOREMY 16.2.pROBLEMY, ODNAKO, ESTX.� pOSKOLXKU PRILEGA@]IE K @
 TREUGOLXNIKI IME@T KRIWOLINEJNU@STORONU, TO WY^ISLENIE INTEGRALOW PO NIM STANOWITSQ PRAKTI^ESKI NE-OSU]ESTWIMYM.� eSLI BY GRANI^NOE USLOWIE (2) BYLO NEODNORODNYM ILI \TO BYLOGRANI^NOE USLOWIE TRETXEGO RODA@u@n + {u ��@
= 0; (4)TO LINEJNAQ FORMA l(v) ILI BILINEJNAQ FORMA a(u; v) DOPOLNITELXNOSODERVALI BY INTEGRALY PO @
, I PRI REALIZACII SOOTWETSTWU@]EJZADA^I (3) IH TOVE NUVNO BYLO BY KAK-TO WY^ISLQTX.



224� nAKONEC, ESLI BY WMESTO ESTESTWENNYH GRANI^NYH USLOWIJ (2) ILI(4) BYLO POSTAWLENO GLAWNOE GRANI^NOE USLOWIE, NAPRIMER,u ��@
= 0; (5)TO KONE^NO\LEMENTNU@ ZADA^U MY SMOGLI BY POSTAWITX, LI[X OBRAZOWAWNOWOE KONE^NOMERNOE PROSTRANSTWO �Sh IZ FUNKCIJ, KOTORYE TOVDEST-WENNO RAWNY NUL@ NA WSEH TREUGOLXNIKAH (S KRIWOLINEJNYMI I PRQ-MOLINEJNYMI STORONAMI), U KOTORYH HOTQ BY ODNA WER[INA LEVIT NA@
. tOLXKO W \TOM SLU^AE �Sh BUDET PRINADLEVATX H10 (
), I GLAWNOEGRANI^NOE USLOWIE DLQ PRIBLIVENNOGO RE[ENIQ BUDET WYPOLNENO. qS-NO, ^TO \TO PLOHO S TO^KI ZRENIQ TO^NOSTI POLU^AEMOGO PRIBLIVENNOGORE[ENIQ, W ^EM LEGKO UBEDITXSQ NA ODNOMERNOJ MODELI.1. pROSTEJ[AQ APPROKSIMACIQ KRIWOLINEJNOJ GRANICYpREODOLENIE TEH TRUDNOSTEJ, KOTORYE MY OBNARUVILI PRI ISPOLXZO-WANII KRIWOLINEJNYH KONE^NYH \LEMENTOW, MOVET BYTX OSU]ESTWLENOPUTEM OTKAZA OT TREUGOLXNIKOW S KRIWOLINEJNYMI STORONAMI PROIZ-WOLXNOGO WIDA.pUSTX 
 | WYPUKLAQ OBLASTX S GLADKOJ GRANICEJ @
. pOSTROIMEE TRIANGULQCI@ �h. dLQ \TOGO RAZOBXEM 
 NA TREUGOLXNIKI, ^ASTXIZ KOTORYH BUDET IMETX ODNU KRIWOLINEJNU@ STORONU. w KRIWOLINEJ-NYH TREUGOLXNIKAH SOEDINIM WER[INY, RASPOLOVENNYE NA @
, OTREZ-KAMI PRQMYH, W REZULXTATE ^EGO IZ KRIWOLINEJNYH TREUGOLXNIKOW PO-LU^IM PRQMOLINEJNYE. oBOZNA^IM OB_EDINENIE WSEH PRQMOLINEJNYHTREUGOLXNIKOW IZ 
 ^EREZ 
h = Se(i)2�he(i). tEPERX UVE, WOOB]E GOWO-RQ, 
 6= 
h, ODNAKO W SILU WYPUKLOSTI OBLASTI 
h � 
. |TO BUDETAPPROKSIMACIQ OBLASTI 
.rASSMOTRIM ZADA^U (1), (5). eE WARIACIONNAQ FORMULIROWKA TAKOWA:NAJTI u 2 H10 (
) : a(u; v) = l(v) 8v 2 H10 (
): (6)pUSTX �Sh(
h) | KONE^NO\LEMENTNOE PROSTRANSTWO KUSO^NO-LINEJNYHNEPRERYWNYH FUNKCIJ, ZADANNYH NA 
h I OBRA]A@]IHSQ W NULX NA @
h.pRODOLVIM WSE FUNKCII IZ �Sh(
h) NULEM S 
h NA 
. oBOZNA^IM NOWOE



225PROSTRANSTWO ^EREZ �Sh(
). o^EWIDNO, ^TO FUNKCII IZ �Sh(
) KUSO^NO-LINEJNY, NEPRERYWNY I �Sh(
) � H10 . tEM SAMYM, PRIBLIVENNYM RE-[ENIEM ZADA^I (6) MOVNO OB_QWITX FUNKCI@uh 2 �Sh(
) : a(uh; vh) = l(vh) 8vh 2 �Sh(
):dLQ REALIZACII \TOJ ZADA^I POTREBUETSQ WY^ISLENIE INTEGRALOW (TO^-NOE ILI PRIBLIVENNOE) TOLXKO PO TREUGOLXNIKAM S PRQMOLINEJNYMISTORONAMI, A \TO MY DELATX UMEEM.w SILU TEOREMY 11.1a(u� uh; u� uh) = infvh2�Sh(
)a(u� vh; u� vh):nO Z
n
h (� @@x (u � vh)�2 + � @@y (u� vh)�2 + (u � vh)2) dxdy == Z
n
h (�@u@x�2 + �@u@y�2 + u2) dxdy = const;IBO NA 
 n 
h FUNKCII vh 2 �Sh(
) TOVDESTWENNO NULEWYE.pUSTX ah(uh; vh) = Z
h �@uh@x @vh@x + @uh@y @vh@y + uhvh� dxdy:tOGDA ah(u � uh; u� uh) = infvh22�Sh(
h) ah(u� vh; u� vh): (7)pOLAGAQ TEPERX vh = ihu I PRINIMAQ WO WNIMANIE, ^TOc0 kvk2H1(
h) 6 ah(v; v) 6 c1 kvk2H1(
h);



226POLU^IM OCENKU c0 ku� uhk2H1(
h) 6 c1 ku � ihuk2H1(
h):eSLI u(x) 2 H2(
), A TRIANGULQCIQ 
h REGULQRNA, I max
h e(i) 6 h, TO WSILU TEOREMY 16.1 ku� uhkH1(
h) 6 c h:mY DOKAZALI, ^TO, ESLI PRIBLIVENNOE RE[ENIE PRINADLEVIT Sh1 ,TO DLQ ODNORODNOJ ZADA^I dIRIHLE W WYPUKLOJ OBLASTI ZAMENA KRIWO-LINEJNYH TREUGOLXNIKOW PRQMOLINEJNYMI NE PRIWODIT K UMENX[ENI@PORQDKA TO^NOSTI W H1.nA SAMOM DELE WYPUKLOSTX 
 ZDESX NE PRI ^EM, HOTQ MY I POLXZO-WALISX \TIM W SWOIH RASSUVDENIQH. tOT VE REZULXTAT WEREN I DLQNEWYPUKLYH OBLASTEJ S GLADKOJ GRANICEJ. (nE PUTATX S NEWYPUKLY-MI POLIGONALXNYMI OBLASTQMI.) dEJSTWITELXNO, PUSTX 
 | NEWYPUK-LAQ OBLASTX S GLADKOJ GRANICEJ. kAK I W WYPUKLOM SLU^AE POSTROIM
h. tEPERX UVE, WOOB]E GOWORQ, 
h�
, I MY NE MOVEM POSTROITX PRI-BLIVENNOE RE[ENIE, POSKOLXKU f(x; y) NA 
h NE WEZDE OPREDELENA. ~TOKASAETSQ GRANI^NYH UZLOW 
h, TO, NESMOTRQ NA TO, ^TO NE WSQ @
h PRI-NADLEVIT 
, UKAZANNYE UZLY RASPOLOVENY NA @
.pUSTX OBLASTX e
 TAKOWA, ^TO 
 � e
 I 
h � e
 DLQ WSEH DOPUSTIMYHTRIANGULQCIJ �h. "gLADKO" PRODOLVIM RE[ENIE u(x; y) ZADA^I (16.13)S 
 NA e
: ~u(x; y) 2 H2(e
); ~u(x; y) ��
= u:pRODOLVIM f IZ (16.13) S 
 NA e
 PO FORMULE~f = ��~u: (8)tEPERX MY MOVEM OPREDELITX PRIBLIVENNOE RE[ENIE SLEDU@]IM OB-RAZOM: uh 2 �Sh(
h) : ah(uh; vh) = lh(vh) 8vh 2 �Sh(
h); (9)GDE ah(~u; ~v) = Z
h (r~u)T (r~v)dxdy; lh(~v) = Z
h ~f~vdxdy: (10)



227zAMETIM, ^TO uh IZ (9) NE ESTX GALERKINSKOE RE[ENIE ZADA^I (6), PO-SKOLXKU ah 6= a.oCENIM RAZNOSTX MEVDU uh I ~u. w SILU NERAWENSTWA TREUGOLXNIKAk~u � uhkH1(
h) 6 k~u� vhkH1(
h) + kuh � vhkH1(
h): (11)eSLI vh 2 �Sh(
h), TO W SILU (10) I NERAWENSTWA fRIDRIHSA IZ UPRAV-NENIQ 11.5c kuh � vhk2H1(
h) 6 ah(uh � vh; uh � vh) == ah(uh; uh � vh) � ah(vh; uh � vh) == lh(uh � vh)� ah(~u; uh � vh) + ah(~u � vh; uh � vh):pOSKOLXKU uh � vh 2 �Sh(
h), TO�ah(~u; uh � vh) = Z
h �~u(uh � vh)dxdy;A PRINIMAQ WO WNIMANIE (8), NAHODIM, ^TOlh(uh � vh)� ah(~u; uh � vh) = Z
h (uh � vh)( ~f +�~u)dxdy = 0:tEM SAMYM,c kuh � vhk2H1(
h) 6 ah(~u� vh; uh � vh) 6 k~u� vhkH1(
h)kuh � vhkH1(
h):sOKRA]AQ NA kuh � vhkH1(
h) I KOMBINIRUQ POLU^ENNOE NERAWENSTWO S(11), POLU^IM OCENKUk~uh � vhkH1(
h) 6 (1 + c�1)k~u � vhkH1(
h):pRINIMAQ TEPERX WO WNIMANIE, ^TO GRANI^NYE UZLY 
h RASPOLOVENY NA@
, A PO POSTROENI@ ~uj@
 = 0, MOVNO POLOVITX vh = ih~u, ^TO PRIWEDETK UVE RASSMOTRENNOJ ZADA^E OB OCENKE INTERPOLQCII I ISKOMOJ OCENKEk~u � uhkH1(
h) 6 c h j~uj2H2(
h):



228z A M E ^ A N I E 1. wOOB]E GOWORQ, POSTROENNOE PRIBLIVENNOE RE-[ENIE W NEWYPUKLOJ OBLASTI ZAWISIT OT SPOSOBA PRODOLVENIQ PRAWOJ^ASTI URAWNENIQ I EGO KO\FFICIENTOW, ESLI ONI NE POSTOQNNYE, NA ~
.oDNAKO, DLQ WY^ISLENIQ (PRIBLIVENNOGO) MATRICY VESTKOSTI I WEK-TORA NAGRUZKI OBY^NO ISPOLXZU@TSQ KWADRATURNYE FORMULY, I, ESLIUZLAMI KWADRATURNOJ FORMULY QWLQ@TSQ LI[X UZLY KONE^NYH \LEMEN-TOW, TO \TOJ ZAWISIMOSTI NE BUDET, I REALXNO NI^EGO PRODOLVATX NENUVNO. 2. kWADRATI^NYE TREUGOLXNYE \LEMENTYW KRIWOLINEJNOJ OBLASTIiZ UPRAVNENIQ 16.2 SLEDUET, ^TO W POLIGONALXNOJ OBLASTI RE[ENIEZADA^I (16.16) S Sh2 = fvh 2 C(
) j vhje(i) 2 P2(e(i))g WMESTO Sh1 PRI-BLIVAET W H1 RE[ENIE ZADA^I (16.13) u(x; y) 2 H3(
) S POGRE[NOSTX@O(h2). wYQSNIM, PERENOSITSQ LI \TOT REZULXTAT NA OBLASTI S GLAD-KOJ GRANICEJ, KAK \TO BYLO W SLU^AE KUSO^NO-LINEJNYH PRIBLIVENNYHRE[ENIJ.dLQ PROSTOTY MY BUDEM PREDPOLAGATX, ^TO OBLASTX 
 WYPUKLAQ, A
h = S e(i) � 
 POSTROENA TAK VE, KAK I W P. 1 (SM. RIS. 2). tEPERX,�� ���� �� �� �� �� �� �� � � �� �� �rIS. 2 rIS. 3PRAWDA, UZLAMI e(i) QWLQ@TSQ NE TOLXKO EGO WER[INY, NO I SEREDINYSTORON. pUSTX KONE^NO\LEMENTNOE PROSTRANSTWO ZADAETSQ SOOTNO[ENI-EM Sh2 (
h) = fvh 2 C(
h) �� vh ��e(i)2 P2(e(i))g;A PRIBLIVENNOE RE[ENIE ZADA^I (16.13) I]ETSQ W PODPROSTRANSTWE�Sh2 (
h) = fvh 2 Sh2 (
h) �� vh ��@
h= 0g:



229iMENNO, uh 2 �Sh2 (
h) : ah(uh; vh) = lh(vh) 8vh 2 �Sh2 (
h);GDE ah I lh ZADANY SOOTNO[ENIQMI (10). kAK I W P. 1 (SM. (7)), NAHODIM,^TO DLQ L@BOJ vh 2 �Sh2 (
h)ah(u � uh; u� uh) 6 ah(u� vh; u� vh): (12)oDNAKO TEPERX BRATX ih;2u W KA^ESTWE vh NELXZQ, TAK KAK ih;2u2 �Sh2 (
h),HOTQ ih;2u 2 Sh2 (
h). ~TOBY OPISATX PODHODQ]IJ WYBOR vh, RAZOBXEM WSEUZLY KONE^NYH \LEMENTOW IZ TRIANGULQCII �h NA DWA NEPERESEKA@]IHSQMNOVESTWA. k PERWOMU MNOVESTWU OTNESEM UZLY (xi; yi) = Qi 2 �
hS @
,GDE �
h | WNUTRENNQQ ^ASTX 
h (NAPOMNIM, ^TO 
h = 
h), A KO WTOROMU| (xi; yi) = Pi 2 @
h n @
. tEPERX WWEDEM W RASSMOTRENIE FUNKCI@~u(x; y), KOTORAQ W UZLAH Qi SOWPADAET S u(x; y), A W UZLAH Pi RAWNA NUL@.pOLOVIM ZATEM W (12)vh(x; y) = ih;2~u(x; y) 2 �Sh2 (
h):iTAK, OTS@DA, IZ (10) I (12) OBY^NYM OBRAZOM NAHODIM, ^TOju� uhj2H1(
h) 6 ju� ih;2~uj2H1(
h) = ju� ih;2u + ih;2(u � ~u)j2H1(
h) 66 2ju� ih;2uj2H1(
h) + 2jih;2(u � ~u)j2H1(
h):w SILU OBOB]ENIQ TEOREMY 16.1 NA SLU^AJ ih;2v 2 Sh2 (
h) (SM. UKAZANIEK UPRAVNENI@ 16.2),ju� ih;2uj2H1(
h) 6 c h4juj2H3(
h);A jih;2(u � ~u)j2H1(
h) =Xi u2(Pi) Ze(i) jr'ij2dxdy;GDE SUMMIROWANIE OSU]ESTWLQETSQ PO OPISANNOMU WY[E WTOROMU MNO-VESTWU UZLOW. w \TOM MNOVESTWE SODERVITSQ O(h�1) UZLOW (IMENNO



230STOLXKO \LEMENTOW PRIMYKAET K @
). pO OPREDELENI@ BAZISNYH FUNK-CIJ 'i SPRAWEDLIWO RAWENSTWO jr'ij = O(h�1), A PLO]ADX e(i) ESTXO(h2). pO\TOMUjih;2(u � ~u)j2H1(
h) = O(h�1)maxi u2(Pi):dALEE, POSKOLXKU RASSTOQNIE OT UZLA Pi DO GLADKOJ GRANICY @
 ESTXO(h2), A u(x; y) ��@
= 0, TO u(Pi) = O(h2jruj) I, SLEDOWATELXNO,jih;2(u � ~u)jH1(
h) = O(h3=2);A POTOMU I ju� uhjH1(
h) = O(h3=2):|TO NA POLPORQDKA HUVE, ^EM ANALOGI^NAQ OCENKA DLQ POLIGONALXNOJOBLASTI (SM. UPRAVNENIE 16.2), I, SLEDOWATELXNO, TAK ISPOLXZOWATXKWADRATI^NYE \LEMENTY NECELESOOBRAZNO.3. iZOPARAMETRI^ESKIE KONE^NYE \LEMENTYwNOWX OBRATIMSQ K OBLASTI S GLADKOJ (KRIWOLINEJNOJ) GRANICEJ. wOTLI^IE OT POLIGONALXNYH OBLASTEJ, GDE GLADKOSTX ISKOMOGO RE[ENIQSU]ESTWENNO OGRANI^ENA NALI^IEM UGLOW NA GRANICE, W OBLASTQH S GLAD-KOJ GRANICEJ RE[ENIE MOVET BYTX SKOLX UGODNO GLADKIM. zDESX GLAD-KOSTX RE[ENIQ POLNOSTX@ OPREDELQETSQ GLADKOSTX@ WHODNYH DANNYH:GRANICY, GRANI^NYH USLOWIJ, KO\FFICIENTOW I PRAWOJ ^ASTI URAWNE-NIQ. pO\TOMU IMENNO DLQ ZADA^ W GLADKIH OBLASTQH BYLO BY CELE-SOOBRAZNYM ISPOLXZOWATX MNOGOTO^E^NYE KONE^NYE \LEMENTY, KOTORYEOBESPE^IWA@T WYSOKU@ TO^NOSTX KAK RAZ NA GLADKIH RE[ENIQH. wOPROSTOLXKO W TOM: KAK STROITX TAKIE SHEMY, ESLI GRANICA KRIWOLINEJNAQ. wP. 2 MY UBEDILISX, ^TO ISPOLXZOWANIE [ESTITO^E^NYH PRQMOLINEJNYHTREUGOLXNIKOW PROBLEMU NE RE[AET.wYHOD SOSTOIT W PRIMENENII TAK NAZYWAEMOJ IZOPARAMETRI^ESKOJTEHNIKI, KOTORAQ NARQDU S PRQMOLINEJNYMI TREUGOLXNIKAMI DOPUS-KAET ISPOLXZOWANIE TREUGOLXNIKOW SO SPECIALXNYMI KRIWOLINEJNYMISTORONAMI. (mY UVE ZNAEM, ^TO ISPOLXZOWANIE TREUGOLXNIKOW S DOSTA-TO^NO OB]IMI KRIWOLINEJNYMI STORONAMI PRIWODIT K PRAKTI^ESKI NEPREODOLIMYM WY^ISLITELXNYM TRUDNOSTQM PRI POSTROENII MATRICY



231VESTKOSTI I WEKTORA NAGRUZKI.) o^EWIDNO, ^TO MOVNO OGRANI^ITXSQTREUGOLXNIKAMI S ODNOJ KRIWOLINEJNOJ STORONOJ, KOTORAQ PRILEGAET KGRANICE @
.
1 234 56� ��� �� ~e
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y

xrIS. 4 rIS. 5
t

sê1 24 536� �
�

���
nA RIS. 4 IZOBRAVENA ^ASTX OBLASTI 
 I [ESTITO^E^NYJ KRIWOLI-NEJNYJ TREUGOLXNIK ~e, UZLY KOTOROGO RASPOLOVENY W WER[INAH, W SE-REDINAH PRQMOLINEJNYH STORON I GDE-TO NA KRIWOLINEJNOJ STORONE. wDANNOM KONTEKSTE PRAWILXNEE BYLO BY GOWORITX NE O KRIWOLINEJNOMTREUGOLXNIKE, A TOLXKO O PRINADLEVA]IH EGO GRANICE [ESTI UZLAH.wWEDEM W RASSMOTRENIE BAZISNYJ PRQMOUGOLXNYJ TREUGOLXNIK ê S UZ-LAMI W WER[INAH I SEREDINAH STORON (SM. RIS. 5) I USTANOWIM EGO SWQZXS ~e. u NAS NET NIKAKIH [ANSOW OTOBRAZITX BAZISNYJ TREUGOLXNIK ê NAKRIWOLINEJNYJ ~e PRI POMO]I PROSTYH FUNKCIJ. oT \TOJ ZATEI OTKA-VEMSQ SRAZU. pOSTAWIM BOLEE SKROMNU@ ZADA^U: OTOBRAZITX UZLY ê WUZLY ~e. |TO MOVNO SDELATX PRI POMO]I KWADRATI^NOGO PREOBRAZOWANIQx = P2(s; t); y = Q2(s; t):o^EWIDNO, ^TO x = 6Xj=1 xj'j; y = 6Xj=1 yj'j; (13)



232GDE (xj ; yj) | KOORDINATY j-GO UZLA NA PLOSKOSTI Oxy, A 'j | FUNKCIIFORMY KWADRATI^NOGO TREUGOLXNOGO \LEMENTA (10.1), (10.2)'1 = �1(2�1 � 1); '2 = �2(2�2 � 1); '3 = �3(2�3 � 1);'4 = 4�1�2; '5 = 4�2�3; '6 = 4�1�3:iZU^IM PREOBRAZOWANIE (13). bARICENTRI^ESKIE KOORDINATY NA BAZIS-NOM TREUGOLXNIKE IME@T PROSTOJ WID:�2 = s; �3 = t; �1 = 1� s� t:pO\TOMU'1 = (1 � s � t)(1 � 2s � 2t); '2 = s(2s� 1); '3 = t(2t� 1);'4 = 4(1� s � t)s; '5 = 4st; '6 = 4(1 � s � t)t:oTS@DA I IZ (13) NAHODIM, ^TO, NAPRIMER,x = x1 + (�3x1 � x2 + 4x4)s + (�3x1 � x3 + 4x6)t++ 2(x1 + x2 � 2x4)s2 + 2(x1 + x3 � 2x6)t2 + 4(x1 � x4 + x5 � x6)st:pOSKOLXKU ^ETWERTYJ I [ESTOJ UZLY RASPOLOVENY W SEREDINAH STORON,TO x4 = (x1 + x2)=2; x6 = (x1 + x3)=2;I KWADRATI^NOE PREOBRAZOWANIE PREWRA]AETSQ W BILINEJNOEx = A1 + B1s+ C1t+D1st;y = A2 + B2s+ C2t+D2st; (14)GDEA1 = x1; B1 = x2 � x1; C1 = x3 � x1; D1 = �2(x2 + x3 � 2x5);A2 = y1; B2 = y2 � y1; C2 = y3 � y1; D2 = �2(y2 + y3 � 2y5):z A M E ^ A N I E 2. eSLI BY RASSMATRIWAEMYJ KRIWOLINEJNYJ TRE-UGOLXNIK ~e BYL PRQMOLINEJNYM, I PQTYJ UZEL RASPOLAGALSQ W SEREDINESTORONY, TO x5 = (x2 + x3)=2, y5 = (y2 + y3)=2, I KO\FFICIENTY D1 I



233D2 PREOBRAZOWANIQ (14) BYLI BY RAWNY NUL@, T.E. PREOBRAZOWANIE (14)FAKTI^ESKI BYLO BY NE KWADRATI^NYM, A LINEJNYM.iZU^IM TEPERX WOPROS O TOM, KUDA PREOBRAZOWANIE (14), PEREWODQ]EEUZLY W UZLY, PEREWODIT BAZISNYJ TREUGOLXNIK ê. pUSTX s = 0. tOGDAx = A1 + C1t, y = A2 + C2t. oTS@DA SLEDUET, ^TO STORONA BAZISNOGOTREUGOLXNIKA, RASPOLOVENNAQ NA PRQMOJ s = 0, PEREHODIT W PRQMOLI-NEJNYJ OTREZOK, RASPOLOVENNYJ NA PRQMOJ (x�A1)=C1 = (y �A2)=C2.aNALOGI^NO, PRI t = 0 (x � A1)=B1 = (y � A2)=B2, T.E. ESLI SREDIN-NYE ^ETWERTYJ I [ESTOJ UZLY KRIWOLINEJNOGO TREUGOLXNIKA RASPO-LOVENY W SEREDINAH PRQMOLINEJNYH STORON, TO PREOBRAZOWANIEM (14)PRQMOLINEJNYE STORONY BAZISNOGO TREUGOLXNIKA ê PEREWODQTSQ W PRQ-MOLINEJNYE STORONY ~e.pREVDE ^EM WYQSNQTX, KUDA PEREHODIT GIPOTENUZA BAZISNOGO TRE-UGOLXNIKA ê, ISSLEDUEM WOPROS OB OBRATIMOSTI PREOBRAZOWANIQ (14).pUSTX (s; t) �! (x0; y0) �! (x; y);T.E. PREOBRAZOWANIE (14) OSU]ESTWLQETSQ W DWA \TAPA, PRI^EM POSLED-NEE PREOBRAZOWANIE (x0; y0) �! (x; y) LINEJNOE I TAKOE, PRI KOTOROM WWER[INY ~e PEREHODQT WER[INY RAWNOBEDRENNOGO PRQMOUGOLXNOGO TRE-UGOLXNIKA PLOSKOSTI Ox0y0 (SM. RIS. 6). iMENNOx01 = 0; y01 = 0; x02 = 1; y02 = 0; x03 = 0; y03 = 1:5~e0y0
x01 24

3
� �

��� �6
rIS. 6



234tOGDA x04 = 1=2; y04 = 0 I x06 = 0; y06 = 1=2, A x05 I y05 | KAKIE-TO.qKOBIAN \TOGO PREOBRAZOWANIQ POSTOQNEN I, SLEDOWATELXNO, NE OBRA]A-ETSQ W NULX. s \TOJ TO^KI ZRENIQ NUVNO IZU^ITX TOLXKO PREOBRAZOWANIE(s; t) �! (x0; y0). dLQ NEGOA01 = 0; B01 = 1; C01 = 0; D01 = 4(x05 � 1=2) =: a;A02 = 0; B02 = 0; C02 = 1; D02 = 4(y05 � 1=2) =: b; (15)T.E. x0 = s + ast; y0 = t+ bst: (16)qKOBIAN \TOGO PREOBRAZOWANIQ det Ĵ(s; t) = 1 + at + bs LINEEN I NE OB-RA]AETSQ NA ê W NULX, ESLI W WER[INAH ê IMEET ZNA^ENIQ ODNOGO ZNAKA.pOSKOLXKUdet Ĵ(0; 0) = 1; det Ĵ(1; 0) = 1 + b; det Ĵ(0; 1) = 1 + a;TO PREOBRAZOWANIE (16) BUDET NEWYROVDENNYM NA ê, ESLI I 1 + a > 0,I 1 + b > 0. oTS@DA W SILU (15) WYTEKA@T SLEDU@]IE USLOWIQ NAKOORDINATY UZLA (x05; y05):x05 > 1=4; y05 > 1=4: (17)|TI USLOWIQ OGRANI^ITELXNYE. nAPRIMER, DLQ KRIWOLINEJNOGO TRE-UGOLXNIKA, IZOBRAVENNOGO NA RIS. 7, ONI NE WYPOLNQ@TSQ, W TO WREMQy0
x01

11=4 1=4 1
11=4 1=4

y0
x0rIS. 7 rIS. 8



235KAK DLQ KRIWOLINEJNOGO TREUGOLXNIKA, IZOBRAVENNOGO NA RIS. 8, IMEET-SQ BOLX[AQ SWOBODA DLQ WYBORA TO^KI NA KRIWOLINEJNOJ GRANICE. sLE-DUET, ODNAKO, ZAMETITX, ^TO TREUGOLXNIK NA RIS. 7 WRQD LI OBLADAETHORO[IMI APPROKSIMACIONNYMI SWOJSTWAMI, I EGO CELESOOBRAZNO RAZ-BITX NA DWA TREUGOLXNIKA, POSLE ^EGO PROBLEMA BUDET SNQTA.tEPERX POSMOTRIM, KUDA NA PLOSKOSTI Ox0y0 PEREHODIT GIPOTENUZABAZISNOGO TREUGOLXNIKA. oTMETIM, ^TO PRI REALXNYH WY^ISLENIQH NAM\TO NIGDE NE PONADOBITSQ, I ZDESX MY UDOWLETWORQEM LI[X SOBSTWENNOEL@BOPYTSTWO. pRINIMAQ WO WNIMANIE (16) I RIS. 5, NAHODIM, ^TO ISKO-MAQ KRIWAQ ZADAETSQ URAWNENIQMIx0 = s+ ast; y0 = t+ bst; s+ t = 1: (18)zAMETIM, ^TO ESLI a+b = 0, TO x0+y0 = 1, T.E. W \TOM SLU^AE GIPOTENUZAPEREHODIT W OTREZOK PRQMOJ, KAK I PRI a = b = 0, NO PREOBRAZOWANIE(16) OSTAETSQ BILINEJNYM. pUSTX a+ b 6= 0. iZ PERWYH DWUH URAWNENIJ(18) WYTEKAET, ^TO bs� at = bx0 � ay0:oTS@DA I IZ POSLEDNEGO URAWNENIQ (18) NAHODIMs = bx0 � ay0 + aa+ b ; t = �bx0 + ay0 + ba+ b ;A, PODSTAWLQQ \TI ZNA^ENIQ s I t, NAPRIMER, W PERWOE URAWNENIE (18),POLU^IM URAWNENIE KRIWOJ WTOROGO PORQDKA(bx0 � ay0)2 + (b(a� b) + a+ b)x0 + (a(b� a) + a+ b) y0�� (a + b+ ab) = 0: (19)pOSKOLXKU MATRICA � b2 �ab�ab a2 � (20)KWADRATI^NOJ FORMY (bx0�ay0)2 WYROVDENA, TO NAJDENNAQ KRIWAQ QWLQ-ETSQ PARABOLOJ, OSX KOTOROJ KOLLINEARNA WEKTORU [a b]T , QWLQ@]EMUSQSOBSTWENNYM WEKTOROM MATRICY (20), OTWE^A@]IM NULEWOMU SOBSTWEN-NOMU ZNA^ENI@. nA RIS. 9 SPLO[NOJ LINIEJ IZOBRAVEN TREUGOLXNIK e0,



236KRIWOLINEJNAQ STORONA KOTOROGO OPISYWAETSQ PARABOLOJ (19), A [TRI-HOWOJ LINIEJ | OBRAZ NA Ox0y0 ISHODNOGO TREUGOLXNIKA ~e.y0
x0�� �� ��

rIS. 9pOSKOLXKU, KAK UVE BYLO SKAZANO, PREOBRAZOWANIE (x0; y0) �! (x; y) LI-NEJNOE, TO I NA ISHODNOJ PLOSKOSTI Oxy OBRAZOM BAZISNOGO TREUGOLX-NIKA ê BUDET KRIWOLINEJNYJ TREUGOLXNIK e S DWUMQ PRQMOLINEJNYMSTORONAMI I ODNOJ KRIWOLINEJNOJ | PARABOLOJ. |TA PARABOLA OPRE-DELQETSQ PUTEM ZADANIQ NEKOTORYH OSEJ I KWADRATI^NOJ INTERPOLQCIIPO UZLAM 3, 5 I 2, PRINADLEVA]IM ISHODNOJ GRANICE @
. zAMENIM IS-HODNYJ KRIWOLINEJNYJ TREUGOLXNIK ~e KRIWOLINEJNYM TREUGOLXNIKOMe. |TO PRIWEDET K ZAMENE KRIWOLINEJNOGO U^ASTKA GRANICY @
 W PRE-DELAH ~e KUSKOM PARABOLY, INTERPOLIRU@]EJ ISHODNU@ KRIWU@ PO TREMUZLAM. w P. 2 PRI ISPOLXZOWANII KWADRATI^NYH \LEMENTOW MY PYTA-LISX INTERPOLIROWATX GLADKU@ GRANICU W PREDELAH \LEMENTA LINEJNO,^TO OKAZALOSX NE WPOLNE UDOWLETWORITELXNO S TO^KI ZRENIQ PORQDKA TO^-NOSTI PRIBLIVENNOGO RE[ENIQ. kWADRATI^NAQ INTERPOLQCIQ GRANICYPRIWODIT K BOLEE TO^NOJ APPROKSIMACII OBLASTI 
 I W TO VE WREMQSNIMAET WOZNIK[IE PRI LINEJNOJ INTERPOLQCII PROBLEMY S OCENKOJTO^NOSTI KWADRATI^NOJ INTERPOLQCII NA \LEMENTE.tEPERX MOVNO PRISTUPITX K APPROKSIMACII RE[ENIQ NA e. pOSKOLX-KU ESTX WZAIMNO ODNOZNA^NOE SOOTWETSTWIE MEVDU e I BAZISNYM PRQMO-LINEJNYM TREUGOLXNIKOM ê, TO PRO]E \TO DELATX NA ê. bUDEM PREDSTAW-LQTX PRIBLIVENNOE RE[ENIE W WIDE KWADRATI^NOGO MNOGO^LENA NA ê,



237T. E. BUDEM S^ITATX, ^TOû(s; t) = 4Xj=1 uj'j(s; t); (s; t) 2 ê:nA e PREDSTAWLENIE PRIBLIVENNOGO RE[ENIQ uh(x; y) BUDET BOLEE SLOV-NYM, DA I WYPISATX EGO NE TAK PROSTO, NO NAM \TOGO I NE NUVNO, PO-SKOLXKU WSE WY^ISLENIQ MOVNO (I NUVNO) PROWODITX NA ê. tEHNIKA,PRI KOTOROJ I KRIWOLINEJNAQ GRANICA KONE^NOGO \LEMENTA I RE[E-NIE NA \TOM \LEMENTE APPROKSIMIRU@TSQ ODNIMI I TEMI VE FUNK-CIQMI, NAZYWAETSQ IZOPARAMETRI^ESKOJ, A SAMI KONE^NYE \LEMENTY| IZOPARAMETRI^ESKIMI KONE^NYMI \LEMENTAMI. oTMETIM, ^TO IS-POLXZOWANNYE NAMI W P. 1 DLQ APPROKSIMACII KRIWOLINEJNOJ OBLASTITREUGOLXNYE KONE^NYE \LEMENTY S PRQMOLINEJNYMI STORONAMI WMESTES KUSO^NO-LINEJNOJ APPROKSIMACIEJ RE[ENIQ TAKVE QWLQ@TSQ IZOPA-RAMETRI^ESKIMI. mY NE BUDEM OSTANAWLIWATXSQ NA OCENKE TO^NOSTIKWADRATI^NOJ INTERPOLQCII NA IZOPARAMETRI^ESKIH ([ESTITO^E^NYH)KONE^NYH \LEMENTAH.wOSPOLXZUEMSQ IZOPARAMETRI^ESKIMI[ESTITO^E^NYMI KONE^NYMI \LE-MENTAMI PRI RE[ENII ZADA^I (16.13). pOSMOTRIM, NAPRIMER, KAK BUDETWY^ISLQTXSQ MATRICA VESTKOSTI \LEMENTA. w OTLI^IE OT P. 10.2, GDEMATRICA VESTKOSTI STROILASX NA PRQMOLINEJNOM TREUGOLXNIKE, I WSEINTEGRALY MOVNO BYLO WY^ISLITX TO^NO PO FORMULE (8.17), ^TO PRI-WELO K FORMULE (10.4), ZDESX SITUACIQ BOLEE SLOVNAQ. w ISHODNYH PE-REMENNYH TREUGOLXNIK NE QWLQETSQ PRQMOLINEJNYM, I NUVNO DELATXIZOPARAMETRI^ESKOE PREOBRAZOWANIE PEREMENNYH, ^TOBY PEREJTI K BA-ZISNOMU TREUGOLXNIKU S PRQMOLINEJNYMI STORONAMI. |TO PRIWODITK TOMU, ^TO PODYNTEGRALXNOE WYRAVENIE SILXNO USLOVNQETSQ, I POQW-LQETSQ REALXNAQ NEOBHODIMOSTX ISPOLXZOWANIQ KWADRATURNYH FORMUL.iTAK, OT PROSTOGO INTEGRALA PO SLOVNOJ OBLASTI MY PRIHODIM K SLOV-NOMU INTEGRALU PO TREUGOLXNIKU.pUSTX e(i) | IZOPARAMETRI^ESKIJ TREUGOLXNIK, KRIWOLINEJNAQ STO-RONA KOTOROGO PREDSTAWLQET SOBOJ NEKU@ PARABOLU, W KOTORU@ PEREHO-DIT GIPOTENUZA BAZISNOGO TREUGOLXNIKA PRI PREOBRAZOWANII (13). |LE-MENT k(i)pq MATRICY VESTKOSTI K(i) SOGLASNO (5.3) WY^ISLQETSQ PO FOR-MULE k(i)pq = Ze(i) �@'p@x @'q@x + @'p@y @'q@y � dxdy:



238iZU^IM WOPROS O WY^ISLENII Re(i) @u@x @v@xdxdy. dELAQ PREOBRAZOWANIE (13),NAHODIM, ^TOZe(i) @u@x @v@xdxdy = Ẑe �@û@s @s@x + @û@t @t@x��@v̂@s @s@x + @v̂@t @t@x� det�Ĵ(s; t)�dsdt;(21)GDE Ĵ(s; t) | MATRICA qKOBI PREOBRAZOWANIQ (13). dLQ WY^ISLENIJ PO\TOJ FORMULE NAM NUVNO ZNATX @s=@x I @t=@x, W TO WREMQ KAK SOOTNO-[ENIQ (13) ZADA@T PREOBRAZOWANIE PUTEM PROSTOGO PREDSTAWLENIQ x Iy ^EREZ s I t, KOTOROE OBRA]AETSQ SOWSEM NE PROSTO. pO\TOMU PRI WY-^ISLENII @s=@x I @t=@x, A TAKVE @s=@y I @t=@y MY POJDEM PO DRUGOMUPUTI. iMEEM dx = @x@s ds+ @x@t dt; dy = @y@sds + @y@t dt;T.E. � dxdy � = Ĵ(s; t) �dsdt � ; � dsdt � = Ĵ�1(s; t) �dxdy � :s DRUGOJ STORONY,ds = @s@xdx + @s@y dy; dt = @t@xdx + @t@y dy;T.E. �dsdt � = A �dxdy �I, SLEDOWATELXNO, A = Ĵ�1(s; t). tEM SAMYM, ISKOMYE PROIZWODNYE,QWLQ@]IESQ \LEMENTAMI MATRICY A, NAHODQTSQ IZ RE[ENIQ SISTEMYĴ(s; t)A = I. rE[AQ \TU SISTEMU, NAHODIM, ^TO@s@x = @y=@tdet[Ĵ(s; t)] ; @t@x = � @y=@sdet[Ĵ(s; t)] ;@s@y = � @x=@tdet[Ĵ(s; t)] ; @t@y = @x=@sdet[Ĵ(s; t)] :



239oTS@DA I IZ (21)Ze(i) @u@x @v@xdxdy == Ẑe �@û@s @y@t � @û@t @y@s��@v̂@s @y@t � @v̂@t @y@s� [det Ĵ(s; t)]�1dsdt: (22)aNALOGI^NO,Ze(i) @u@y @v@ydxdy == Ẑe �@û@s @x@t + @û@t @x@s���@v̂@s @x@t + @v̂@t @x@s� [det Ĵ(s; t)]�1dsdt: (23)pODYNTEGRALXNYE FUNKCII W (22), (23) PREDSTAWLQ@T SOBOJ DROBNO-RACIONALXNYE FUNKCII, I DLQ WY^ISLENIQ \TIH INTEGRALOW NUVNO IS-POLXZOWATX KWADRATURNYE FORMULY.4. iZOPARAMETRI^ESKIE ^ETYREHUGOLXNIKIiZOPARAMETRI^ESKAQ TEHNIKA MOVET BYTX PRIMENENA I PRI ISPOLX-ZOWANII ^ETYREHUGOLXNYH KONE^NYH \LEMENTOW. w P. 10.3 RASSMATRI-WALISX BIPOLINOMIALXNYE I DRUGIE KONE^NYE \LEMENTY PRQMOUGOLXNOJFORMY. tAM OTME^ALOSX, ^TO STORONY PRQMOUGOLXNOGO KONE^NOGO \LE-MENTA DOLVNY BYTX PARALLELXNY KOORDINATNYM OSQM. iSPOLXZOWANIEIZOPARAMETRI^ESKOJ TEHNIKI POZWOLQET SNQTX \TO OGRANI^ENIE I DAVERAZRE[AET KONE^NYM \LEMENTAM NE IMETX PRQMOUGOLXNU@ FORMU.nA RIS. 10 IZOBRAVEN ^ETYREHUGOLXNIK S PRQMOLINEJNYMI STORONA-MI, A NA RIS. 11 | KWADRAT. oTOBRAZIM WER[INY KWADRATA W SOOTWET-



240
(x1; y1)�11 e(i) 2(x2; y2)3(x3; y3) 04 (x4; y4) l1l2l2l4l3 y x 1 �1 2

34�1 0 11 t sêrIS. 10 rIS. 11STWU@]IE WER[INY ^ETYREHUGOLXNIKA. o^EWIDNO, ^TO TAKOE OTOBRA-VENIE OSU]ESTWLQET, NAPRIMER, PREOBRAZOWANIEx = 4Xj=1 xj'j(s; t); y = 4Xj=1 yj'j(s; t); (24)GDE 'j(s; t) | BILINEJNYE FUNKCII FORMY IZ (10.6). nA SAMOM DELE, (24)OSU]ESTWLQET NE TOLXKO OTOBRAVENIE WER[IN W WER[INY, NO I WSEGOKWADRATA ê W ^ETYREHUGOLXNIK e(i). ~TOBY UBEDITXSQ W \TOM, DOSTATO^-NO POKAZATX, ^TO STORONY KWADRATA PEREHODQT W STORONY ^ETYREHUGOLX-NIKA, I QKOBIAN PREOBRAZOWANIQ POLOVITELEN. pOSMOTRIM, NAPRIMER,KUDA PEREHODIT PRI OTOBRAVENII (24) STORONA KWADRATA, RASPOLOVENNAQNA PRQMOJ t+ 1 = 0. iMEEMx(s;�1) = x1'1(s;�1) + x1'2(s;�1) == x1(1� s)=2 + x2(1 + s)=2 = x1 + (x2 � x1)(s + 1)=2:aNALOGI^NO, y(s;�1) = y1 + (y2 � y1)(s + 1)=2:iSKL@^AQ s, NAHODIM, ^TO x � x1x2 � x1 = y � y1y2 � y1 :



241|TO | URAWNENIE PRQMOJ, PROHODQ]EJ ^EREZ TO^KI S KOORDINATAMI(x1; y1) I (x2; y2), NA KOTOROJ I LEVIT SOOTWETSTWU@]AQ STORONA ^ETY-REHUGOLXNIKA ê. iTAK, GRANICA @ê PEREHODIT W GRANICU @e(i). nAJDEMQKOBIAN PREOBRAZOWANIQ (24). iMEEM@x@s = 14 [(�x1 + x2 + x3 � x4) + (x1 � x2 + x3 � x4)t] ;@x@t = 14 [(�x1 � x2 + x3 + x4) + (x1 � x2 + x3 � x4)s] ;@y@s = 14 [(�y1 + y2 + y3 � y4) + (y1 � y2 + y3 � y4)t] ;@y@t = 14 [(�y1 � y2 + y3 + y4) + (y1 � y2 + y3 � y4)s] ;T.E. @x@s = a+ bt; @x@t = c+ bs; @y@s = A+ Bt; @y@t = C +Bs;GDE a; : : : ; C | POSTOQNNYE. pO\TOMUdet[Ĵ(s; t)] = (aC � cA) + (aB � bA)s+ (bC � cB)tESTX LINEJNAQ FUNKCIQ. qKOBIAN det[Ĵ(s; t)] NE BUDET OBRA]ATXSQ W NULXNA ê, ESLI EGO ZNA^ENIQ W WER[INAH ê ODNOGO ZNAKA. iMEEMdet[Ĵ(�1;�1)] = ���� a� b c� bA� B C � B ���� = ����14 x2 � x1 x4 � x1y2 � y1 y4 � y1 ���� == 14 ������x1 x2 x4y1 y2 y41 1 1 ������ = 12S�124 = 12 l1l2 sin �1:aNALOGI^NO WY^ISLQ@TSQ ZNA^ENIQ QKOBIANA W DRUGIH WER[INAH ê. tEMSAMYM, QKOBIAN NA ê BUDET POLOVITELXNYM, ESLI ^ETYREHUGOLXNIK e(i)QWLQETSQ WYPUKLYM I NEWYROVDENNYM, T.E. WSE EGO UGLY MENX[E �.iTAK, ^ETYREHUGOLXNIK e(i), IZOBRAVENNYJ NA RIS. 10, MOVET BYTXISPOLXZOWAN W KA^ESTWE KONE^NOGO \LEMENTA, ODNAKO PRIBLIVENNOE RE-[ENIE NA NEM BUDET ZADAWATXSQ W WIDE BILINEJNOJ FUNKCII NE PO PE-REMENNYM x; y, A PO PEREMENNYM s; t. w PEREMENNYH x; y, \TO BUDET



242GLADKAQ, NO BOLEE SLOVNAQ FUNKCIQ. pOSLEDNEE OBSTOQTELXSTWO NE IMEETNIKAKOGO ZNA^ENIQ, POSKOLXKU WSE WY^ISLENIQ PRI POSTROENII MATRICYVESTKOSTI I WEKTORA NAGRUZKI PROWODQTSQ W PEREMENNYH s, t.eSLI ^ETYREHUGOLXNIK e(i) RASPOLOVEN W OKRESTNOSTI KRIWOLINEJ-NOJ GRANICY, TO ODNA IZ EGO STORON BUDET KRIWOLINEJNOJ. zAMENIM W\TOM ^ETYREHUGOLXNIKE KRIWOLINEJNU@ STORONU PRQMOLINEJNOJ, SOEDI-NIW EGO WER[INY, POPAW[IE NA GRANICU, OTREZKOM PRQMOJ. rASSUVDE-NIQ, ANALOGI^NYE ISPOLXZOWANNYM W P. 1, POKAZYWA@T, ^TO PRI BILI-NEJNOJ APPROKSIMACII RE[ENIQ TAKAQ ZAMENA NE PRIWODIT K UHUD[ENI@TO^NOSTI PRIBLIVENNOGO RE[ENIQ W H1!s TEM VE USPEHOM PRI KUSO^NO-BIKWADRATI^NOM PRIBLIVENII RE[E-NIQ OSU]ESTWLQETSQ BIKWADRATI^NOE OTOBRAVENIE ê NA e(i), W KOTOROM WSEREDINNYE UZLY PRQMOLINEJNYH STORON e(i) PEREHODQT SOOTWETSTWU@-]IE SEREDINNYE UZLY ê. w REZULXTATE MY POLU^AEM ^ETYREHUGOLXNIKS ODNOJ KRIWOLINEJNOJ STORONOJ, KOTORAQ APPROKSIMIRUET GRANICU @
LU^[E, ^EM PRQMAQ.5. nEODNORODNAQ ZADA^A dIRIHLErASSMOTRIM NEODNORODNU@ ZADA^U dIRIHLE DLQ URAWNENIQ pUASSONA��u = f(x; y); (x; y) 2 
; u = g(x; y); (x; y) 2 @
: (25)bUDEM PREDPOLAGATX, ^TO OBLASTX POLIGONALXNA, GRANI^NAQ FUNKCIQg(x; y) NEPRERYWNA NA @
, I SU]ESTWUET TAKAQ FUNKCIQ v(x; y) 2 H1(
),^TO v ��@
= g(x; y). |TA FUNKCIQ W DALXNEJ[EM NE BUDET U^ASTWOWATXW WY^ISLITELXNOM PROCESSE I WWEDENA W RASSMOTRENIE ISKL@^ITELXNOIZ-ZA TOGO, ^TO ZDESX MY NE IMEEM INOJ WOZMOVNOSTI OPISATX TREBUEMYESWOJSTWA GLADKOSTI g(x; y) NA GRANICE. ~TOBY POSTAWITX OTWE^A@]U@(25) WARIACIONNU@ ZADA^U, NARQDU S PODPROSTRANSTWOM H10 (
) NAM PO-TREBUETSQ AFFINNOE MNOGOOBRAZIEH1E(
) := �v 2 H1 �� v ��@
= g(x; y)	 :s U^ETOM WWEDENNOGO OBOZNA^ENIQ WARIACIONNAQ FORMULIROWKA ZADA^I(25) BUDET IMETX WID: NAJTIu(x; y) 2 H1E(
) : a(u; v) = l(v) 8 v 2 H10 (
); (26)



243GDE a(u; v) I l(v) ZADA@TSQ SOOTNO[ENIQMI (16.15).pREVDE ^EM PRISTUPITX K ^ISLENNOMU RE[ENI@ \TOJ ZADA^I, ZAME-TIM, ^TO ONA NE MOVET BYTX RE[ENA PRI POMO]I mk| GALERKINSKOGOTIPA, IBO NI DLQ KAKOGO KONE^NO\LEMENTNOGO PROSTRANSTWA Sh KUSO^NO-POLINOMIALXNYH FUNKCIJ WKL@^ENIE W H1E(
), WOOB]E GOWORQ, NEWOZ-MOVNO. iSKL@^ENIE SOSTAWLQET LI[X TOT SLU^AJ, KOGDA SAMA FUNKCIQg(x; y) QWLQETSQ KUSO^NO-POLINOMIALXNOJ, NO \TO PREDPOLOVENIE SLI[-KOM OGRANI^ITELXNO. dLQ RE[ENIQ ZADA^I (26) MY WYNUVDENY STROITXmk| NE GALERKINSKOGO TIPA. kAK MY UVE WIDELI RANX[E PRI ISPOLXZO-WANII ^ISLENNOGO INTEGRIROWANIQ I IZOPARAMETRI^ESKOJ TEHNIKI, \TONE PRIWODIT K KAKIM-LIBO SERXEZNYM POSLEDSTWIQM DLQ KA^ESTWA PRI-BLIVENNOGO RE[ENIQ, NO LI[AET NAS WOZMOVNOSTI PRI ISSLEDOWANIISHODIMOSTI POLXZOWATXSQ OSNOWNOJ TEOREMOJ 11.2.pUSTX �h | TRIANGULQCIQ 
, Sh � H1(
) | KONE^NO\LEMENTNOE PRO-STRANSTWO, A !h | MNOVESTWO WSEH UZLOW. eSLI Sh SOWPADAET S Sh1 IZLEKCII 8, T.E. QWLQETSQ PROSTRANSTWOM NEPRERYWNYH KUSO^NO-LINEJNYHFUNKCIJ, TO MNOVESTWO !h BUDET OBRAZOWANO WER[INAMI TREUGOLXNI-KOW IZ TRIANGULQCII �h. eSLI Sh OBRAZOWANO KUSO^NO-KWADRATI^NYMIFUNKCIQMI, TO PRI OBRAZOWANII !h K WER[INAM TREUGOLXNIKOW DOBA-WQTSQ SEREDINY IH STORON. oBOZNA^IM ^EREZ
h = !h\ @
MNOVESTWO GRANI^NYH UZLOW TRIANGULQCII �h, I PUSTX�Sh := �vh 2 Sh �� vh(xk; yk) = 0; (xk; yk) 2 
h	 :o^EWIDNO, ^TO �Sh � H10 (
). pRIBLIVENNYM RE[ENIEM ZADA^I (26) NA-ZOWEM TAKU@ FUNKCI@uh 2 Sh : a(uh; vh) = l(vh) 8 vh 2 �Sh; (27)KOTORAQ UDOWLETWORQET GRANI^NOMU USLOWI@uh(xk; yk) = g(xk; yk); (xk; yk) 2 
h: (28)z A M E ^ A N I E 3. pOSTANOWKA ZADA^I (27), (28) ANALOGI^NA PO-STANOWKE (3.23) W ODNOMERNOM SLU^AE. nO, ESLI W ODNOMERNOM SLU^AE \TA



244POSTANOWKA BYLA \KWIWALENTNA POSTANOWKE (3.22), TO W RASSMATRIWAEMOMSLU^AE PERESE^ENIE ShTH1E(
), WOOB]E GOWORQ, PUSTO.kAK UVE BYLO OTME^ENO, PRI ISSLEDOWANII SHODIMOSTI RE[ENIQ ZA-DA^I (27), (28) MY NE MOVEM WOSPOLXZOWATXSQ OSNOWNOJ TEOREMOJ 11.2,ODNAKO OCENKA kuh � uk1 6 c kihu � uk1OSTAETSQ SPRAWEDLIWOJ. w SAMOM DELE, IZ (26) I (27) SLEDUET, ^TOa(u� uh; vh) = 0 8 vh 2 �Sh;A POSKOLXKU ihu � uh 2 �Sh, TO Ia(u� uh; ihu � uh) = 0:oTS@DA SLEDUET, ^TOa(ihu � uh; ihu � uh) = a(ihu� u; ihu � uh):pOSKOLXKU W NA[EM SLU^AE a(v; v) = jvj21, TO S ISPOLXZOWANIEM NERAWEN-STWA {WARCA NAHODIM, ^TOjihu� uhj1 6 c jihu� uj1;A PRIWLEKAQ NERAWENSTWO fRIDRIHSA, BUDEM IMETXkihu� uhk1 6 c kihu� uk1:nAKONEC, ISPOLXZUQ NERAWENSTWO TREUGOLXNIKA, OTS@DA POLU^AEM VELA-EMU@ OCENKUkuh � uk1 6 kuh � ihuk1 + ku� ihuk1 6 c kihu� uk1:zADA^A OCENKI TO^NOSTI SWELASX K ZADA^E OCENKI INTERPOLQCII, KOTO-RU@ MY UVE RASSMATRIWALI. mY NE BUDEM BOLEE RASPROSTRANQTXSQ NA\TU TEMU.z A M E ^ A N I E 4. zADA^A OTYSKANIQ PRIBLIVENNOGO RE[ENIQW TOM SLU^AE, KOGDA OBLASTX IMEET KRIWOLINEJNU@ GRANICU I ISPOLX-ZUETSQ IZOPARAMETRI^ESKAQ TEHNIKA, STAWITSQ ANALOGI^NO (27), (28) SO^EWIDNOJ ZAMENOJ a(uh; vh) I l(vh) NA ah(uh; vh) I lh(vh).
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